íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 3

âÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ (e_i, e_j ) = 1 ÐÒÉ i = j É 0 ÐÒÉ i ≠ j. ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÐÒÏÃÅÓÓ çÒÁÍÁ):

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ìÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ-

ŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1, . . . , e_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ e_1(t), . . . , e_n(t), 0 ≤ t ≤ 1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ e_i(0) = e_i, e_1(t), . . . , e_n(t) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t, É ÂÁÚÉÓ e_1(1), . . . , e_n(1) | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÃÅÓÓ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜÔÁÐÏŒ (ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÎÁÐÉ- ÓÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ (\ŒÒÅÍÑ") t ÂÕÄÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ 1 | Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÁ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ∈ [0, 1].

œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1, . . . , f_n ∈ V ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐ: ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1, . . . , e_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ f_1, . . . , f_n, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ f_1, . . . , f_n ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁŒÎÏ n = dim V .

ðÅÒŒÙÊ ÜÔÁÐ (ÉÌÉ ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÔÁËÏŒ: ÕÍÎÏÖÉÍ ŒÅËÔÏÒ e_1 ÎÁ ÞÉÓÌÏ λ_1(t) = (1 − t) + t/ ‖e_1‖ (ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ). óÉÓÔÅÍÁ λ_1(t)e_1, e_2, . . ., e_n | ÂÁÚÉÓ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ [0, 1], ÐÏÓËÏÌØËÕ λ(t) ≠ 0. ðÒÉ t = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ e^′_1 = λ_1(1)e_1 É ‖e^′_1‖ = 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ (ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ e^′_1, . . . , e^′_k, e_{k+1}, . . . , e_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (e^′_i, e^′_j ) = 0 ÐÒÉ i ≠ j É 1 ÐÒÉ i = j. ðÏÌÏÖÉÍ e_{k+1}(t) = e_{k+1} − t(e_{k+1}, e^′_1)e^′_1 − · · · − t(e_{k+1}, e^′_k)e^′_k. üÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ŒÅËÔÏÒ e_{k+1} = e_{k+1}(0) Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ e^′_{k+1}^{def}= e_{k+1}(1). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e_{k+1} = e_{k+1}(t) + t(e_{k+1}, e^′_1)e^′_1 + · · · + t(e_{k+1}, e^′_k)e^′_k, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ŒÙÒÁÚÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ e^′_1, . . . , e^′_k, e_{k+1}, . . ., e_n ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′_1, . . ., e^′_k, e_{k+1}(t), e_{k+2}, . . . , e_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁ- ÚÉÓ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, (e^′_{k+1}, e^′_i) = 0 ÐÒÉ i ≤ k. ïÓÔÁÌÏÓØ, ËÁË ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒ e^′_{k+1} Œ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÏÒÍÏÊ 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁ-

ÚÉÓÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A ∈ GL(V ) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁ (x, y)_A^{def}= (Ax, Ay) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. õËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁ- ÄÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ GL(V ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÎÁ V .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !), ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (Ax, Ay) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÞÔÏ � (·, ·)_A � B = (·, ·)_{AB}. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2 ÄÅÊÓÔŒÉÅ GL(V ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (·, ·)_1 É (·, ·)_2 (ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V , ÞÔÏ (x, y)_1 = (Ax, Ay)_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n, ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·, ·)_1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ f_1, . . . , f_n ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·, ·)_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Ae_i = f_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x = λ_1e_1 + · · · + λ_ne_n É y = μ_1e_1 + · · · + μ_ne_n ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x, y)_1 = λ_1μ_1 + · · · + λ_nμ_n = (Ax, Ay)_2.

éÚ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ 1) ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÄÁÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ-

ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (·, ·), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ O(V, (·, ·))) Œ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ). ðÏÄÇÒÕÐÐÙ O(V, (·, ·)), ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ (2(x, y) = ‖x + y‖^2 − ‖x‖^2 − ‖y‖^2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ∈ O(V, (·, ·)) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ (·, ·) ÎÏÒÍÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ O(V, (·, ·)) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ O(V, (·, ·)) ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·, ·), Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Ô.Å. ÏÔ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O(n). 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 3

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ V = R^2, É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÁ O(2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ŒÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ O(2). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ O(2) ÎÅÔ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ V ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1, e_2. ðÕÓÔØ A ∈ O(2), f_1 = Ae_1, f_2 = Ae_2. âÁÚÉÓ f_1, f_2 | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ. åÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ e_1, e_2, ÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÒÁŒÎÙÊ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1 É f_1, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e_1 Œ f_1, Á e_2 Œ f_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓ e_1, e_2), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A É ÅÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓÏŒ e_1, e_2 É f_1, f_2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A | ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÁ O(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ GL(n, R).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ A ⊂ B | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ M_t : B → B, 0 ≤ t ≤ 1, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ M_0 | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, M_t|_A | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t, É M_1(B) = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e = (e_1, . . . , e_n). ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ GL(V ) É ÂÁÚÉÓÁÍÉ Œ V : ÂÁÚÉÓÕ f = (f_1 , . . ., f_n) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_i Œ ŒÅËÔÏÒ f_i. ïÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ O(V ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ S ∈ GL(V ), f | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓ Œ V . ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë f ÐÒÏÃÅÓÓ çÒÁÍÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 1. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÁ f(t), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f(0) = f É f(1) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ. üÔÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ M_t(S) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ M_0(S) = S É M_1(S) ∈ O(V ). üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÒÅÔÒÁËÃÉÑ | ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ M_t(S) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÎÏ É ÏÔ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ) S É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ | ÅÓÌÉ S ∈ O(V ), ÔÏ M_t(S) ≡ S. ïÂÁ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ çÒÁÍÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^∗ (ÎÁ-

ÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·, ·)), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (Ax, y) = (x, A^∗y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, y, ∈ V . åÓÌÉ ÂÁÚÉÓ e_1, . . . , e_n | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É A^∗ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÔÒÏË ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_i, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, a_{ij} = (e_i, Ae_j). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ A É A^∗ Œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ A^∗: ŒÏÚØÍÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^∗, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (Ax, y) = (x, A^∗y) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ x É y | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ x É y.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ A^∗: ŒÏÚØÍÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A^∗ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A^∗ ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØÀ:

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ y ∈ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x, y) = 0, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ x | ÎÕÌÅŒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ y = x: ÔÏÇÄÁ 0 = (x, x), ÏÔËÕÄÁ x = 0 Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A^∗A = E. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (Ax, Ay) = (x, y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, y ∈ V . ôÏÇÄÁ (A^∗Ax − x, y) ≡ 0. éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A^∗Ax − x ≡ 0, Ô.Å. AA^∗ = E. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ±1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏŒÁÎÉÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ O(n) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ SO(n)) ÉÎÄÅËÓÁ 2, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ −1 | ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ. äÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏÇÄÁ det^2 A = det A · det A^∗ = det AA^∗ = det E = 1, ÏÔËÕÄÁ det A = ±1. åÓÌÉ det A = det B = 1, ÔÏ det AB = det A · det B = 1, É det A^{−1} = 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ SO(n) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. åÓÌÉ det A = det B = −1, ÔÏ det AB^{−1} = 1, É AB^{−1} ∈ SO(n). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ −1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 33

ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÒÕÇÉÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÔ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÉÌÉ 1, ÉÌÉ −1), ÉÎÄÅËÓ SO(n) Œ O(n) ÒÁŒÅÎ 2.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÏÒÏÞÅ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → det A ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ O(n) Œ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {−1, 1} (Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | SO(n) | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ −1 | ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ. éÎÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÚÁ, Ô.Å. 2.