íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 4

áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L × L → V Œ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË a; b ∈ L ŒÅËÔÏÒ −→ab ∈ V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ:

1. −→ab + −→bc = −→ac;

2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ b ∈ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→ab = v.

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 1{2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÞÔÏ −→ab = 0 ⇔ a = b, Á ÔÁËÖÅ −→ba = −−→ab. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ 2 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ L Ó V , Á ÉÍÅÎÎÏ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ a ∈ L É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÔÏÞËÕ b ∈ L ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ −→ab = v. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ 2 ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ S_a. ðÒÉ ÒÁÚÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ a ∈ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ S_a ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ðÕÓÔØ W ⊂ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ a; b ∈ L ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ −→ab ∈ W . üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !); ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ W . áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 ÜÔÏ ÔÏÞËÉ; ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ (ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍÉ) ÐÒÑÍÙÍÉ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : L → L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ: −→xy = −→zt ⇒ −−−−−−→B(x)B(y) = −−−−−−→ B(z)B(t). ðÒÉÍÅÒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅ- ÒÅÎÏÓ T_v ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ y, ÞÔÏ −→xy = v (ÚÄÅÓØ ÐÒÏÓÔÏ −−−−−−−→

T_v(x)T_v(y) = −→xy). ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A¸(L).

ðÕÓÔØ B | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ŒÅËÔÏÒ ~B(v) ∈ V ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~B(v) = −−−−−−→B(x)B(y), ÇÄÅ x; y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÔÏÞÅË ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→xy = v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B : V → V .

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÌÉÎÅÅÎ. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ B → ~B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ A¸(L) → GL(V ), ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ x; y; z ∈ L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ −→xy = v_1; −→yz = v_2. ôÏÇÄÁ −→xz = v_1 + v_2, É ~B(v_1 + v_2) = −−−−−−→B(x)B(z) = −−−−−−→B(x)B(y) + −−−−−−→B(y)B(z) = ~B(v_1) + ~B(v_2), Ô.Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ É ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, Ô.Å. ~B(–v) = – ~B(v). ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~B(0) = ~B(0 + 0) = ~B(0) + ~B(0), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~B(0) = 0. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ – ∈ N | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ~B(–v) = ~B(v) + · · · + ~B(v) (– ÒÁÚ) = – ~B(v). åÓÌÉ 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 4

ÔÅÐÅÒØ – ∈ ZÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ −– ∈ N, ÏÔËÕÄÁ ~B(–v+(−–)v) = ~B(–v)−– ~B(v) = ~B(0) = 0, Ô.Å. ~B(–v) = – ~B(v). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ –. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ – = p=q ∈ Q. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ q ~B(–v) = ~B(q–v) = ~B(pv) = p ~B(v), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ –. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍ – ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØÀ ~B (ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÇÄÅ ÏÎÁ ÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ) É ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~B ÌÉÎÅÅÎ. åÓÌÉ B ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍ É ~B, ÐÒÉÞÅÍ ~B�^1 = ~B�^1. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ~AB = ~A ~B ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ B → ~B ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ B, ÏÂÌÁÄÁ- ÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ −−−−−−→

B(x)B(y) = −→xy ⇔ −−−→xB(x) = −−−→yB(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ L. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒ v^{def}= −−−→xB(x) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x, É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ T_v.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÅÎ | ÎÏ ÜÔÏ ÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÔ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ. óÍ. ËÎÉÇÕ œ. œ. ðÒÁÓÏÌÏŒ, œ. í. ôÉÈÏÍÉÒÏŒ, \çÅÏÍÅÔÒÉÑ"). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÄÌÉÎÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ A¸(L).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ, ŒÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, a ∈ L É B ∈ A¸(L). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ó^{def}= S_aBS�^1_a : V → V ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ó(v) = Av + u, ÇÄÅ A = ~B; u = −−−→aB(a). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ ó(v) = Av + u ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ∈ A¸(L), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ó = S_aBS�^1_a .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v ∈ V , É p ∈ L ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ −→ap = v. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: C(v) = S_a(B(S�^1_a (v))) = S_a(B(p)) = −−−→aB(p) = −−−→aB(a) + −−−−−−→B(a)B(p) = u + ~B(−→ap) = u + Av. ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ C(v) = Av + u É a ∈ L. ðÏÌÏÖÉÍ B = S�^1_a CS_a. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ −−−−−−→B(x)B(y) = A−→xy. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÒÁŒÎÙÅ, É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÁÆÆÉÎÎÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ C, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A = ~B É ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ B ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕÐÐÙ A¸(L) ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ B → ~B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ GL(V ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, GL(V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÙ A¸(L) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ T ⊂ A¸(L) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍÕ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ.

éÚÕÞÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 43

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÅÊÓÔŒÉÅ A¸(L) ÎÁ L ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ Stab_a ⊂ A¸(L) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ). ðÏÄÇÒÕÐÐÙ T É Stab_a (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ a ∈ L) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ A¸(L) É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÖÅ ÇÒÕÐÐÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ T ⊂ A¸(L). œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 (ÅÓÌÉ a = B(a), ÔÏ u = 0). ôÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2: Av + u ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ P (v) = Av É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Q(v) = v + u. îÏ S�^1_a P S_a ∈ Stab_a, É S�^1_a QS_a ∈ T . ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 3 É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ T ⊂ A¸(L) (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2) ÇÒÕÐÐÁ A¸(L) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ Stab_a ∼= GL(V ) É T ∼= V . ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Stab_a ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Stab_a ÎÅ Œ ÓÅÂÑ, Á Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Stab_b, ÇÄÅ −→ab = v. äÒÕÇÉÅ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÆÅÎÏÍÅÎÁ (ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓØ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ): Ax + u ≠ A(x + u); ÉÌÉ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ A¸(L) ÐÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÕ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑ- ÅÔÓÑ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕÐÐÙ.

îÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ a_1; : : :; a_{n+1} ÔÏÞÅË n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÂÏ- ÒÏÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ −−→a_1a_2; : : :; −−−−→a_1a_{n+1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !), ÞÔÏ ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a_1; : : :; a_{n+1} ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÉËÁËÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÔÏÞÅË ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ n + 1 ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ a_1; : : :; a_{n+1} É b_1; : : :; b_{n+1} ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ∈ A¸(L), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a_i → b_i; i = 1; : : :; n + 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ∈ A¸(L) ÐÏÌ- ÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ~B ∈ GL(V ) É ÏÂÒÁÚÏÍ B(a) ÏÄÎÏÊ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ) ÔÏÞËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B(a_1) = b_1, Á ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ~B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓ −−→a_1a_2; : : :; −−−−→a_1a_{n+1} Œ ÂÁÚÉÓ −−→b_1b_2; : : :; −−−−→b_1b_{n+1}. ôÏÇÄÁ B(a_i) = b_i; i = 1; : : :; n+1. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÍÅÄÉÁÎÙ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÄÅÌÑÝÅÊ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T_1 É T_2 ÁÆÆÉÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, É ÄÌÑ T_1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ T_2. œÓÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ôÁË ÖÅ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ŒÍÅÓÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÕÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ, Á ÍÅÄÉÁÎÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ

4íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 4

ÔÑÖÅÓÔÉ (ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ) ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÅÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ n : 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Œ n + 1-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. åÓÌÉ x; y ∈ L, ÔÏ x − y ∈ V , ÇÄÅ V | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ L É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ L ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ Norm_L ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ L Œ ÇÒÕÐÐÅ GL(W ) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A¸(L).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ X ∈ GL(W ) ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v ∈ L, ÔÏ É Xv ∈ L (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Xv = v !)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ X ∈ Norm_L ÅÇÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ X|_L ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ X|_L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ (ÐÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ !). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Stab_L → A¸(L). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

üÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ: ÌÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ X ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÐÏÌÏÖÉÍ Xv^{def}= ~Bv ∈ V . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ – ≠ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ –v ∈ L. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ Xv^{def}=^1_λ B(–v). ôÏ, ÞÔÏ X ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L, ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ X | ÈÏÒÏÛÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !).

íÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ: ÐÕÓÔØ X ∈ Norm_L, É X|_L | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÂÁÚÉÓ e_1; : : :; e_n; e_{n+1} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e_1; : : :; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V , Á ËÏÎÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ e_{n+1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L. ôÏÇÄÁ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, (n + 1)-ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i ÒÁŒÎÁ 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ X, É ÐÏÜÔÏÍÕ X = E.

œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : :; e_n; e_{n+1} ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ X ∈ Norm_L ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A u − − 0 : : :0 1

úÄÅÓØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ n × n, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ~B (ÇÄÅ B = X|_L) Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; : : :; e_n, Á u = (u_1; : : :; u_n) | ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ŒÅËÔÏÒ u ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. úÄÅÓØ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ S_a : L ↔ V Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÏÞËÉ a ÂÅÒÅÔÓÑ ËÏÎÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ e_{n+1}.