íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 5

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ P W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) Œ (n+1)-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ W .

éÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ P W | ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W .

åÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ŒŒÅÓÔÉ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ w Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (w_0, . . ., w_n), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (λw_0, . . . , λw_n), ÇÄÅ λ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ (w0, . . . , wn) ÉÚ n + 1 ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÒÁŒÎÏÇÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ

ÎÕÌÀ. îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ (w_0, . . . , w_n) É (w^′_0, . . . , w^′_n) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ w^′_i = λw_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 0, 1, . . ., n É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ ≠ 0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F.

þÁÓÔÏ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÑŒÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , Á ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÅ É/ÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ: RP^n, C P^n É Ô.Ð.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: P^n = {(w_0 : · · · : w_n)}. þÉÓÌÁ w_0, . . ., w_n (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 , Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C P^1 | ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ

ÓÆÅÒÅ S^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÔÒÏÑÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÉÅÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÓÔÅÒÅÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ. äÌÑ RP^1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ˙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ˙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ℓ | Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ p(ℓ) ∈ ˙. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ÐÒÑÍÏÊ ℓ ∈ RP^1 ÔÏÞËÕ p(ℓ) ∈ ˙ (Á ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ 0 ∈ ˙), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÑÍÏÊ, ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (a, b) ≠ (0, 0), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x = 2ab/(a^2 + b^2), y = 2b^2/(a^2 + b^2). íÏÖÎÏ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ë ÒÉÓÕÎËÕ, ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ x^2 + (y − 1)^2 = 1, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ x, y Ó ÔÁËÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁ (a, b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ˙ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ |z|^2 + |w − 1|^2 = 1, w = —w (Ô.Å. w ∈ R). ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (a, b) ≠ (0, 0) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (λa, λb), ÇÄÅ λ ∈ C . îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÁÎÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Œ ÔÏÞËÅ λ = 0 É Œ ÔÏÞËÅ p(a, b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ λ = −2—b/( |a|^2 + |b|^2). óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ (a, b), ÔÏÞËÕ p(a, b) (ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÅÓÌÉ b = 0), ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏ-

ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÁËÖÅ RP^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, Õ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÁÑ Œ n + 1-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ v ≠ 0, ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ ˙ = {w | |w| = 1} Œ ÄŒÕÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ: w = ±v/ |v|. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ W n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÄÅÌÑÝÅÅ W ÎÁ ÄŒÁ ÐÏÌÕÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ŒÅÒÈÎÅÅ É ÎÉÖÎÅÅ. éÚ ÄŒÕÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔ Œ ŒÅÒÈÎÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÄÎÁ Œ ÎÉÖÎÅÍ | ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ˙ ∩ V . œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ \ŒÅÒÈÎÅÊ" ÔÏÞËÉ ÎÁ V | ÜÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ {v ∈ V | |v| ≤ 1}. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÅ ËÁË ÅÓÔØ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Q ⊂ P W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ⊂ W . ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ W ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÕÓÔØ V | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÅÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ W | Ô.Å., ÔÏÞËÉ P^n = P W | ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ: ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ L, É ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ V . ðÅÒŒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 5

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÏÞËÁÍÉ L (ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÔÏÞËÁ ÐÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó L) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n. œÔÏÒÙÅ ÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^{n−1} = P V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n−1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ P^n = P^{n−1}⊔A^n. åÓÌÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1, . . ., e_n ÌÅ- ÖÁÔ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , Á ËÏÎÅÃ ŒÅËÔÏÒÁ e_0 | Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ L, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n ⊂ P^n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ (w_0 : · · · : w_n), Œ ËÏÔÏÒÙÈ w_0 ≠ 0, Á ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^{n−1} | ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ Ó w_0 = 0. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (w_0 : · · · : w_n) = (1 : w_1/w_0 : · · · : w_n/w_0); ÞÉÓÌÁ w_1/w_0, . . . , w_n/w_0 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ. äÁÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n + 1 ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | k-Ê ÎÁÂÏÒ (k = 1, . . ., n + 1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÞÅË Ó w_k ≠ 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^n ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ (Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ) ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅÍ n + 1 ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n: P^n = A^n_0 ∪ · · ·∪ A^n. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ P^n = P^{n−1} ⊔ A^n ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: P^n = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ · · · ⊔ A^1 ⊔ P^0; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ℓ_1, ℓ_2, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ℓ_1 ∩ ℓ_2 ∈ P V (ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ P W = P V ⊔ A). ôÏÇÄÁ ℓ_1 ∩ A É ℓ_2 ∩ A | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. ô.Å. ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^{n−1} = P V ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË" ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A; ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ \ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ".

œ ÓÌÕÞÁÅ RP^1 É C P^1 ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ P^1 = A^1 ⊔ P^0 ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ., ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ) ÎÁ ÔÏÞËÕ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ. œ ÓÌÕÞÁÅ RP^2 = A^2 ⊔ RP^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË (ËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ A^2) É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉ \ÐÒÉÌÅÇÁÀÔ" ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. íÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ RP^1 ⊂ RP^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÓÔÕ íÅÂÉÕÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2, ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ x^2 +y^2 +z^2 = 1, −ε ≤ z ≤ ε, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ \ÐÏÌÏÓËÅ" {(x, y, z) | x^2 +y^2 + z^2 = 1, −ε ≤ z ≤ ε, y ≤ 0}, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ: (x, 0, z) ∼ (−x, 0, −z) (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ). üÔÏ É ÅÓÔØ ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ.

ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏ- ÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P W . ôÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ PGL(W ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕÐÐÙ GL(W ) ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÎÅ ÔÏÞÅË).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ W → W ŒÉÄÁ λE, ÇÄÅ

E | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á λ ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ λE ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ W , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅ- ÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ X ∈ GL(W ) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Xw = λw ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w, É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ λ ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÕÓÔØ Xw_1 = λ_1w_1, Xw_2 = λ_2w_2, É λ_1 ≠ λ_2. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ w_1 É w_2 ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ X(w_1 + w_2) = λ_1w_1 + λ_2w_2 = λ(w_1 + w_2) ⇒ (λ − λ_1)w_1 + (λ − λ_2)w_2 = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ λ_1 ≠ λ_2, ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ λ − λ_1 É λ − λ_2 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒÙ w_1 É w_2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, PGL(W ) = GL(W )/{λE} | ÇÒÕÐÐÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (n = 1). ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (x : y) ∼ (x/y : 1) Ó y ≠ 0 | ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ξ^{def}= x/y ∈ R | É \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ" ÔÏÞËÉ (x :

0) ∼ (1 : 0)^{def}= ∞. œ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

`_{a c} b d ´_,

ÅÓÔØ (x : y) → (ax + by : cx + dy), Á Œ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ξ ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ξ →^{aξ+b}_{cξ+d} . œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ −d/c → ∞, ∞ → a/c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, PGL(1) ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ó c = 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, Œ PGL(1) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Stab_∞, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ A¸(1), ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ξ → pξ + q.

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ P V ⊂ P W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ NormP V ⊂ PGL(W ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A¸(L),

ÇÄÅ L ⊂ W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V ⊂ W .

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 53

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ Norm_{P V} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ GL(W ) → PGL(W )) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ L Œ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÓÌÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑÍ ÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ L. îÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ A¸(L).