íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 7

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜËÓËÕÒÓ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ŒÁÖÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ π_1(X), ÄÏËÁÖÅÍ ÅÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÅÅ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÕÒÓÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÉÚÕÞÁÅÍÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÔÏÞËÕ b. ðÅÔÌÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ γ : [0, 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ γ(0) = γ(1) = b. çÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÅÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ` : [0, 1] × [0, 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ τ ∈ [0, 1] ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ `|_{[0,1]×{τ}} = `(·, τ ) : [0, 1] → X | ÐÅÔÌÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ `(0, τ ) = `(1, τ ) ≡ b | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ. ðÅÔÌÉ γ_0 É γ_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÉ ÐÅÔÌÉ, Ô.Å. ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ γ_i(x) = `(x, i), i = 0, 1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔÉ ÐÅÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ π_1(X, b).

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÅÔÅÌØ γ_1 É γ_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÔÌÑ γ(t) = { γ_1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2 γ_2(2t − 1), 1/2 ≤ t ≤ 1 . ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÅÔÅÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

π_1(X, b). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ π_1(X, b) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ π_1(X, b) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ b ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ Œ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ γ_1 ∼ γ^′_1, γ_2 ∼ γ^′_2, ÔÏ γ_1 ∘ γ_2 ∼ γ^′_1 ∘ γ^′_2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ `_1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ γ_1 É γ^′_1, Á `_2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ γ_2 É γ^′_2. ôÏÇÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ γ_1 ∘ γ_2 É γ^′_1 ∘ γ^′_2, ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ `(t, τ ) = { `_1(2t, τ ), 0 ≤ t ≤ 1/2 `_2(2t − 1, τ ), 1/2 ≤ t ≤ 1 . õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ π_1(X, b) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ | ÅÀ ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ \ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ" ÐÅÔÌÉ e(t) ≡ b. äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ γ ∘ e ∼ γ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ `(t, τ ) = { γ((2 − τ )t), 0 ≤ t ≤ 1/(2 − τ ) b, 1/(2 − τ ) ≤ t ≤ 1 . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ (γ_1 ∘ γ_2) ∘ γ_3 É γ_1 ∘ (γ_2 ∘ γ_3). ôÁËÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ \ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ", ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÚÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

ëÌÁÓÓ ÐÅÔÌÉ γ^{−1}(t)^{def}= γ(1 − t) ÏÂÒÁÔÅÎ (Œ π_1(X, b)) ËÌÁÓÓÕ ÐÅÔÌÉ γ. çÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ e Ó γ ∘ γ^{−1}:

`(t, τ ) = γ(2t), 0 ≤ t ≤ τ /2, γ(τ ), τ /2 ≤ t ≤ 1 − τ /2, γ(2 − 2t), 1 − τ /2 ≤ t ≤ 1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, π_1(X, b) | ÇÒÕÐÐÁ.

ðÕÓÔØ b_1, b_2 ∈ X, É X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ φ(t) ∈ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

φ(0) = b_1, φ(1) = b_2. ðÕÓÔØ γ | ÐÅÔÌÑ Œ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ b_2. ôÏÇÄÁ γ_φ(t) = φ(3t), 0 ≤ t ≤ 1/3, γ(3t − 1), 1/3 ≤ t ≤ 2/3, φ(3 − 3t), 2/3 ≤ t ≤ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ b_1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ γ → γ_φ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ (Ô.Å. ÅÓÌÉ γ_1 ∼ γ_2, ÔÏ (γ_1)_φ ∼ (γ_2)_φ), É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ π_1(X, b_2) Œ π_1(X, b_1). ôÁËÖÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ (γ_1 ∘ γ_2)_φ ∼ (γ_1)_φ ∘ (γ_2)_φ, Ô.Å. ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÁËÖÅ ÅÓÌÉ ~φ(t)^{def}= φ(1 − t) | ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ b_2 Ó b_1, ÔÏ (γ_φ)_{φ̃} ∼ γ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ π_1(X) | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ðÕÓÔØ p : X_1 → X_2 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p(b_1) = b_2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÉ γ Œ X_1 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ b_1 ÆÏÒÍÕÌÁ (p_∗(γ))(t) = p(γ(t)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÅÔÌÀ p_∗(γ) Œ X_2 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ b_2. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 7

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p_∗ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ π_1(X_1, b_1) → π_1(X_2, b_2). åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p_0 É p_1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ (Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X_1 → X_2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ b_1 Œ b_2), ÔÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ (p_0)_∗ É (p_1)_∗ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (p_0 ∘ p_1)_∗ = (p_0)_∗ ∘ (p_1)_∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p_∗ : π_1(X_1, b_1) → π_1(X_2, b_2) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ γ_1 ∼ γ_2, ÔÏ p_∗(γ_1) ∼ p_∗(γ_2). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ `_p(t, τ ) = p(`(t, τ )), ÇÄÅ ` | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ γ_1 É γ_2.

çÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ p_∗ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p_∗(γ_1 ∘γ_2) = p_∗(γ_1)∘p_∗(γ_2) (Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÝÅ ÄÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑÍ). åÓÌÉ p_0 É p_1 ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ P (x, τ ) (x ∈ X_1, τ ∈ [0, 1]), ÔÏ ÐÅÔÌÉ (p_0)_∗(γ) É (p_1)_∗(γ) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ γ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ `(t, τ ) = P (γ(t), τ ), ÐÏÜÔÏÍÕ (p_0)_∗ = (p_1)_∗.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_1 É X_2 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎ- ÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ b_1 É b_2), ÔÏ ÉÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p : X_1 → X_2 É q : X_2 → X_1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ q∘p ∼ id_{X1} , p∘q ∼ id_{X2} (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ | Œ ËÌÁÓÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p_∗ É q_∗ | ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ π_1(X_1, b_1) ←→ π_1(X_2, b_2).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1). åÓÌÉ X | ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÉÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ, ÔÏ π_1(X) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ | ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : {0} → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : X → {0} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ q ∘p = id_{{0}}, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ id_X Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ p ∘ q, ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: P (x, t) = (1 − t)x.

ìÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g : X → X, g ∈ G ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ gU ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ g ∈ G ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ É ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ π_1(X/G) = G.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ X/G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ X/G ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G ÎÁ X). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ p : X → X/G, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÕ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X/G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ X; ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Œ X/G ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ p(b). äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÔÌÉ γ(t) Œ X/G Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p(b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ËÒÉŒÁÑ ~γ(t) Œ X Ó ÎÁÞÁÌÏÍ b ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ γ(t) = p(~γ(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0, 1]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ŒÓÅÈ T ∈ [0, 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0, T ]. ïÞÅŒÉÄÎÏ, 0 ∈ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A ÏÔËÒÙÔÏ. ðÕÓÔØ T_0 ∈ A. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ ~γ(T_0) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÂÒÁÚ p(U ) ⊂ X/G ÏÔËÒÙÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ X/G. ðÅÔÌÑ γ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = {t ∈ [0, 1] | γ(t) ∈ p(U )} ÏÔËÒÙÔÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ V ÏÒÂÉÔÁ γ(t) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ; ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ É ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ~γ(t). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, T_0 ∈ V ; ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ T_0 ÔÏÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ V É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A. ïÔËÒÙÔÏÓÔØ A ÄÏËÁÚÁÎÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÅÍÏÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ A (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ [0, 1] ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ | ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A = [0, 1].

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ~γ(t) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÔÌÅÊ: p(~γ(1)) = p(b), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ∃g ∈ G : ~γ(1) = gb. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÔÌÅ γ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏ) ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ ÐÅÔÌÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÅÔÌÉ γ ÅÅ \ÐÏÄÎÑÔÉÅ" ~γ ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. îÏ ~γ(1) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ | ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÞËÉ b | É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ μ : π_1(X/G, p(b)) → G.

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ γ_1 ∘ γ_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÕÞÁÓÔËÏŒ: ÐÅÒŒÙÊ ÅÓÔØ ~γ_1, Á ŒÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ~γ_2 ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ μ(γ_1)b. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÔÏÒÏÊ ÕÞÁÓÔÏË ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ μ(γ_1) ~γ_2, É ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÓÔØ μ(γ_1)μ(γ_2).

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ: Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ÔÏÞËÉ b É gb (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ g ∈ G) ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÒÉŒÏÊ φ. ðÒÏÅËÃÉÑ p(φ) ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ μ(p(φ)) = g.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 73

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ μ(γ) = e. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ ~γ ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ Œ X. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ `, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÀ ~γ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ p(`) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ γ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÔÌÅÊ Œ X/G.

ðÒÉÍÅÒ 2. çÒÕÐÐÁ G = ZÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X = R ÓÄŒÉÇÁÍÉ: n(x) = x + n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, Á X ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1. æÁËÔÏÒ R/Z ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 π_1(S^1) = Z.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÁ ÓÆÅÒÅ S^n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Z_2: ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ Œ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, É S^n/Z_2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ RP^n. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÉÖÅ, ÐÒÉ n ≥ 2 ÓÆÅÒÁ S^n ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ≥ 2 π_1(RP^n) = Z_2.

ïÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË. îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÕÀ ÐÅÔÌÀ γ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÔÌÅÊ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ S^n, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÔÌÑ γ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ \ÓÔÑÎÕÔØ" ÐÅÔÌÀ γ Œ ÔÏÞËÕ b Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ a. åÓÌÉ ÐÅÔÌÑ γ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÓÆÅÒÙ S^n (ÞÔÏ-ÔÏ ŒÒÏÄÅ ËÒÉŒÏÊ ðÅÁÎÏ), ÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÀ ÉÚ γ Œ ÐÅÔÌÀ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ a_1, a_2 ∈ S^n. œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ γ : [0, 1] → S^n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË [0, 1] ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ËÒÉŒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ a_i. îÁ ÔÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÇÄÅ ËÒÉŒÁÑ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ a_2, ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ a_2 ÉÚÍÅÎÉÔØ γ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÞÅÒÅÚ a_1, Á ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÓÔÁŒÁÌÁÓØ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ (ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ). îÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÍÅÎÑÔØ γ ÎÅ ÂÕÄÅÍ | ÏÎÁ É ÔÁË ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a_1; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ \ÏÓŒÏÂÏÄÉÔØ".