íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 8

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ (·, ·), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (Ax, Ay) ≡ (x, y). äÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ det A = ±1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ O(n) (n = dim V ), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó det A = 1 | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ SO(n) ÉÎÄÅËÓÁ 2.

ìÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ RP^3.

íÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ.

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1. õ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A ∈ SO(3) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ χ_A(λ) = det(A − λE). ïÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ ÒÁŒÎÏ χ_A(0) = det A = 1. åÓÌÉ λ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ χ_A, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A − λE ŒÙÒÏÖÄÅÎ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ v ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Av = λv. îÏ ÔÏÇÄÁ (Av, Av) = λ^2(v, v) = (v, v), ÏÔËÕÄÁ λ = ±1. åÓÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ χ_A ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÎÙ ±1), ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÅÎ 1 (ÉÎÁÞÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ −1). åÓÌÉ ÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ λ, Á ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ α É α, ÔÏ λαα = λ |α|^2 = 1, ÏÔËÕÄÁ ÔÁËÖÅ λ = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅËÔÏÒ v ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÊ.

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ v | ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ A ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ L, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ v, É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A|_L ∈ SO(2), Ô.Å., ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÙ: ŒÅËÔÏÒ v, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^2, É ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ φ, ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ π. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÏÌ 0 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ), Á ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ π ŒÏËÒÕÇ ŒÅËÔÏÒÁ v É ÎÁ ŒÏËÒÕÇ ŒÅËÔÏÒÁ −v ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ SO(3) ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ | Á ÜÔÏ RP^3.

þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÌÏÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1, i, j, k É ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÎÁÄ R), ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ, ÎÏ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ i^2 = j^2 = k^2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. äÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ u = x + iy + jz + kt ÞÉÓÌÏ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ: x = Re u. ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎ u = x − iy − jz − kt ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë u.

ìÅÍÍÁ 2. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ: u + v = u + v É uv = v u. æÏÒÍÕÌÁ (u, v) = Re(uv) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ H ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÂÁÚÉÓ 1, i, j, k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÁ u + v = u + v É uv = v u ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. ìÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØ (·, ·) ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÔÅÐÅÒØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: (u+w, v) = Re((u+w)v) = Re(uv+wv) = Re(uv)+Re(wv) = (u, v) + (w, v), É (λu, v) = Re(λuv) = λ Re(uv) = λ(u, v), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ λ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ.

éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ uv = vu ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Re(uv) = Re(vu) (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÒÁŒÎÙ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁ (·, ·) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ u = x + iy + jz + kt ≠ 0 (u, u) = x^2 + y^2 + z^2 + t^2 = |u|^2 | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËŒÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ).

ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S^3 .

ìÅÍÍÁ 3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ u É v ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2) uvuv = uvv u = uu = 1, Ô.Å., G ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ G ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ u^{−1} = u/ |u|.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ: x = −x. ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ u ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C_u, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÔÁË: C_ux = uxu.

ìÅÍÍÁ 4. œÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C_u ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ I Œ ÓÅÂÑ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÕÐÐÅ SO(I) = SO(3). ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ u → C_u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ G → SO(3). 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 8

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ I ÉÍÅÅÍ C_ux = ux u = −uxu = −C_ux, ÏÔËÕÄÁ C_ux ∈ I. ðÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (u, v) = (u, v) (Ô.Å., ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ôÅÐÅÒØ: (C_ux, C_uy) = Re(uxuuyu) = Re(uxyu) = (ux, uy) = (xu, yu) = Re(xuuy) = (x, y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C_u ∈ O(I). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ det C_u = 1 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ G ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u → det C_u ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ | 1 É −1. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ, Ô.Å. det C_u ÏÄÉÎÁËÏŒ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ G. îÏ C_1 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ det C_u ≡ 1.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ C_{uv} = C_uC_v ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ 5. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ SO(3).

éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SO(3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C. üÔÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ u ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ uiu = i ⇔ ui = iu, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ j É k | ÔÏ ÅÓÔØ, ÉÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ, 1 É −1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ C_u = C_{−u}, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ C_v Ó C_u ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ÓËÌÅÉŒÁÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ G, É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ RP^3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 5. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C_u ÎÁ ŒÓÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ u ∈ H. ðÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C_0 | ÎÕÌÅŒÏÅ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ C_u ÏÂÒÁÔÉÍÙ (C^{−1}_u = C_u�1 ) É ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ |u|^2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C : H \ {0} → GL(I) Œ ÔÏÞËÅ u ∈ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ DC_u : H → Lin(H, Lin(I)) (Lin | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). ïÎ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÕ s ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ z ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ DC_u(s)(z) = sz—u + uz—s. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ u ≠ 0 É ŒÓÅÈ s ≠ 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ DC_u(s) ≠ 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, DC_u(s)(z) = DC_1(z—u), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ u = 1. îÏ ÅÓÌÉ DC_1(s)(z) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ I, ÔÏ sz + z—s ≡ 2sz ≡ 0, ÏÔËÕÄÁ s = 0.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÚ C(G) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C. åÓÌÉ C(G) ≠ SO(I), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ g ∈ SO(I), Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ ËÁË ÔÏÞËÉ C(G), ÔÁË É ÔÏÞËÉ, ÏÂÒÁÚÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ G | ËÏÍÐÁËÔ, ÔÏ C(G) ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g ∈ C(G), ÉÌÉ g = C_u. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ DC_u ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ C(G) ŒÏÐÒÅËÉ ŒÙÂÏÒÕ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ C(G) = SO(I).

äÁÄÉÍ ÔÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ìÅÍÍÁ 6. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÏ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ É ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÁŒÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ R^3. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ (e_1, e_2, e_3), e_i ∈ R^3. îÏ Œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÅËÔÏÒ e_3 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ e_1, e_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1, e_2 ∈ R^3, ÇÄÅ |e_1| = 1, (e_1, e_2) = 0, e_2 ≠ 0, ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÐÁÒÙ (e_1, e_2) É (e^′_1, e^′_2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ e^′_1 = e_1 É e^′_2 = λe_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e_2 ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ λ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ λe_2 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.

ðÕÓÔØ ˙ ⊂ R^3 | ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÁÚÏŒÅÍ ËÒÉŒÙÅ γ_1 , γ_2 : [0, 1] → ˙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ γ_1(t)−γ_2 (λt) = o(t) ÐÒÉ t → 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ > 0. ëÒÉŒÁÑ γ(t) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ Œ ÎÕÌÅ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ γ^′(0) ≠ 0.

ìÅÍÍÁ 7. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ˙, ÇÌÁÄËÉÈ Œ ÎÕÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ e_1 = γ(0) ∈ ˙ É ŒÅËÔÏÒÏÍ e_2 = γ^′(0), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÕÌÀ É ÉÚŒÅÓÔÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ γ(t) ∈ ˙, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (γ(t), γ(t)) ≡ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ t ÐÒÉ t = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ e_1 É e_2 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. îÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ S^2, Ô.Å. ˙. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 83

ìÅÍÍÁ 8. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ~, f, ÇÄÅ ~ ⊂ C^2 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ (Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ C P^1 ), Á f : ~ → C | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÒÉŒÙÅ ~(t) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ~(0) = ~. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ e ∈ ~, e ≠ 0 ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ~(t) ÔÏÞËÕ e(t) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ e(t) ÂÙÌÁ ÇÌÁÄËÏÊ, É e(0) = e (ÎÁÚÏŒÅÍ e(t) ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ e). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(e) = ν(e, e^′(0)), ÇÄÅ ν | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ C^2 , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ν((x_1, y_1), (x_2, y_2)) = x_1y_2 − x_2y_1. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÄÒÕÇÏÊ ŒÙÂÏÒ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ e(t) ÎÁ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ t ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ: e(t) → λ(t)e(t), λ(t) ∈ C , λ(0) = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ^{dλ(t)e(t)}_{dt} fi fi fi t=0 = e^′(0) + λ^′(0)e. ðÏÓËÏÌØËÕ ν(e, λ^′(0)e) = 0 Œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ, ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ f | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ λe ∈ ~, λ ∈ C ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÛÅŒÅÌÅ- ÎÉÅ λe(t). ôÏÇÄÁ f(λe) = ν(λe, λe^′(0)) = λ^2f(e), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÒÑÍÁÑ ~ ∈ C P^1 É ÆÏÒÍÁ f. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ e ∈ ~, e ≠ 0. œ ÓÉÌÕ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ν ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ g ∈ C^2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ν(e, g) = f(e). ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒ g(e) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÙÈ e. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ e(t) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ e^′(0) = g, ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(t) ÐÒÉ t → 0 É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ λ(t) ∈ C . œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ~(t) ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ e(t).

ôÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ f | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ e^′(0) /∈ ~, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ ~(t) Œ ÎÕÌÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ~, ℓ, ÇÄÅ ~ ⊂ C^2 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, Á ℓ ⊂ ~ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÑÍÏÊ ℓ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {z ∈ ~ | f(z) ∈ R_{≥0}}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ôÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ℓ ∈ RP^3 ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^4, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ Ó C^2 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÏÊ ℓ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ~(ℓ). ðÏÜÔÏÍÕ RP^3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ~, ℓ, ÇÄÅ ~ ⊂ C^2 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, Á ℓ ⊂ ~ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8 ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ SO(3).