íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 9

ðÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ = {z ∈ C | Im z > 0}. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓØ (ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ˝) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÏÍ. ðÒÑÍÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÉÂÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÕÞÉ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ˝ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ L É ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a /∈ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ M ∋ a, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ L. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ V ÐÏÓÔÕÌÁÔÁ åŒËÌÉÄÁ, ÐÒÑÍÁÑ M ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

åÓÌÉ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.

ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ É ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z →^z�^i_{z+i} ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ

ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ˙ = {z ∈ C | |z| < 1}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÑÍÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ { |z| = 1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Im z > 0. ôÏÇÄÁ | | z − i z + i | |^2 = z − i z + i · z − i z + i = z − i z + i · z + i z − i = |z|^2 + i(z − z) + 1 |z|^2 − i(z − z) + 1 = |z|^2 − 2 Im z + 1

|z|^2 + 2 Im z + 1 < 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÌÅÖÉÔ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z → i^{1+z}_1�_z . ðÕÓÔØ |z| < 1. ôÏÇÄÁ

Im i

1 + z 1 − z = Re

1 + z 1 − z = Re

(1 + z)(1 − z) |1 − z|^2 = Re

(1 − |z|^2) + (z − z) |1 − z|^2 = 1 − |z|^2 |1 − z|^2 > 0, Ô.Å. ÏÂÒÁÚ ÌÅÖÉÔ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ (ÐÒÑÍÙÍÉ) Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÐÒÏŒÅ- ÒÅÎ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ).

ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ Ó ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÔÏÞËÁ 1 (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÁÂÓÏÌÀÔÕ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ∞. œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÍÏÄÅÌØÀ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎ ÔÏÞËÏÊ ∞, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ. íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, ËÁË Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ \ÏÂÙÞÎÏÇÏ" ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B : L → L ÁÆÆÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÐÅ-

ÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 9

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 4 ÔÏÞËÉ a, b, c, d ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÄŒÕÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ B Œ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË a, b, c, d ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÁÒÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ, Ô.Å., Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ℓ_1 É ℓ_2 | ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅ- ÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞËÉ a, b, c, d ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É −→ab = −→cd. üÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ab ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ cd, Á ÐÒÑÍÁÑ ac | ÐÒÑ- ÍÏÊ bd. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ B Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÔÏ ÒÁŒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÒÁŒÎÙÅ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÐÅÒØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏ- ÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ A¸_L(2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ˝ → ˝, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÑÍÙÅ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. A¸L(2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ z →^{az+b}_{cz+d} , ÇÄÅ

a, b, c, d | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ad − bc > 0, É ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ z →^{az+b}_{cz+d} , ÇÄÅ a, b, c, d | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ad − bc < 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ a, b, c, d) É ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÕÇÌÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ a, b, c, d ∈ R, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ ÌÉÂÏ Œ ÓÅÂÑ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A¸_L(2)), ÌÉÂÏ Œ ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ôÏÞËÁ i ∈ ˝ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ^{bd+ac}_{c2+d2} ± i^{ad}�^{bc}_{c2 +d2} , ÇÄÅ ÚÎÁË + ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÂÅÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ I ÒÏÄÁ) , Á ÚÎÁË − | Ó ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ II ÒÏÄÁ). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ad − bc <> 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÆ-

ÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Œ 0, 1 É ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ô.Å. ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÇÒÕÐÐÕ PGL(1, R). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÔÒÏÊËÁÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ A¸_L(2) ÎÅÔ.

ìÅÍÍÁ 1. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁ-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ. ïÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏ- ÌÀÔ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘ ∈ A¸_L(2), É ℓ_1, ℓ_2 | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ˘(ℓ_1), ˘(ℓ_2) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, Ô.Å. ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÒÁÓÈÏ- ÄÑÔÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M (ℓ_1, ℓ_2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ℓ_1, ÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈ ℓ_2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (ℓ_1, ℓ_2) íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 93

Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (˘(ℓ_1), ˘(ℓ_2)). îÏ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ℓ_1, ℓ_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (ℓ_1, ℓ_2) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, Á ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ | ÄŒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÙÅ ˘(ℓ_1), ˘(ℓ_2) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ˘ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÁÂÓÏÌÀÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ℓ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ a, É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ˘(a) ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ˘(ℓ) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ, ℓ ÎÕÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÔØ). ðÏÓËÏÌØËÕ ˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ ℓ ∋ a.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÐÒÑÍÁÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘ ∈ A¸ L(2) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ

ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ 0, 1 É ∞. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ φ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ˘ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ; ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ φ(t) ≡ t.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ m ∈ ˝ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x, y). ðÒÏŒÅÄÅÍ ÐÒÑÍÙÅ (m0), (m1) É (m∞). ðÅÒŒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÜÔÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔ Œ ÔÏÞËÁÈ 0 É^{x2+y2}_x . œÔÏÒÁÑ | ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ËÏÎÃÁÍÉ 1 É^{x(x}�^{1)+y2}_x�_1 . ôÒÅÔØÑ | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ (m0) Œ ÐÏÌÕ- ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ËÏÎÃÁÍÉ 0 É φ (_{x2+y2} x ) , (m1) | Œ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ËÏÎÃÁÍÉ 1 É φ (_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) , Á (m∞) | Œ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ φ(x) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ∞ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ). õÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ÏÂÒÁÚÅ m | ÄÁÅÔ ÎÁ φ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x, y (y > 0, x ≠ 0, 1) φ(x) = φ (_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) φ (_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) + 1 − φ (_{x2+y2} x ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a =^{x2+y2}_x , ÔÏÇÄÁ^{x(x}�^{1)+y2}_x�_1 =^x_x�_1 (a − 1), É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x, a ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ φ ( x x − 1 (a − 1) ) = φ(x) φ(x) − 1 (φ(a) − 1). ðÏÌÁÇÁÑ x = 1/2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ φ(1−a) = λ(1−φ(a)), ÇÄÅ λ^{def}=^{φ(1/2)}_1�_{φ(1/2)} . ïÔÓÀÄÁ φ(a) = λ(1 − φ(1 − a)) = λ(1 − λ(1 − φ(a))), É λ = 1. éÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ φ (_x 1�x^b ) =^{φ(x)}_1�_{φ(x)} φ(b), ÇÄÅ b = 1 − a. ðÏÌÁÇÁÑ b =

1, É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ φ(1) = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ φ (_x 1�x ) =^{φ(x)}_1�_{φ(x)} , É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, φ (_x 1�x^b ) = φ (_x 1�x ) φ(b). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ φ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

φ(pq) = φ(p)φ(q), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ: φ(t) = t^n. îÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÌØËÏ φ(t) = t ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ φ (_x 1�x ) = φ(x) 1�φ(x) .

4íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòìåëãéñ 9

ôÅÏÒÅÍÁ 2. A¸ L(2) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ PGL(1, R) ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

ŒÁÎÉÊ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕ- ÔÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ˘ ∈ A¸_L(2), É φ | ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ∈ PGL(1, R), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ φ(0) Œ 0, φ(1) Œ 1, É φ(∞) Œ ∞, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ F ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F ∘˘ ∈ A¸_L(2) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 0, 1 É ∞, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÌÁÇÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, ÎÅ- ŒÁÖÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ (a, p, S), ÇÄÅ a ∈ ˝ | ÔÏÞËÁ, p | ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a, S | ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÌÕÞ p.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. çÒÕÐÐÁ A¸ L(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

ÆÌÁÇÏŒ Œ ˝. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÌÁÇÏŒ (a_1, p_1, S_1), (a_2, p_2, S_2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÄÉÎ Œ ÄÒÕÇÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ℓ_1, ℓ_2 ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÌÕÞÉ p_1, p_2. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ℓ_1 Œ ℓ_2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ Ó ℓ_1 Œ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ Ó ℓ_2, Á ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1. ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÐÅ- ÒÅŒÅÓÔÉ ÏÄÎÕ ÅÅ ÔÏÞËÕ Œ ÄÒÕÇÕÀ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ℓ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ. ôÏÇÄÁ ÎÅ- ÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ôÅÐÅÒØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a = i. ðÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ z → 1/z ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ℓ Œ ÓÅÂÑ É ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÌÕÞÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → −z ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ℓ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ a É ÌÕÞÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÎÅÊ) É ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÏÊ ℓ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏ- ÇÄÁ a_1 = a_2 = i, p_1 = p_2 | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ i, É S_1 = S_2 | ÐÒÁŒÁÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ). ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ 0 É ∞, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(t) = ct, c ∈ R. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ ˘(z) = cz, c > 0, ÌÉÂÏ ˘(z) = cz, c < 0. îÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÏÞËÕ i É ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.