íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò óåíéîáò 1

äÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M Œ ÓÅÂÑ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ, É ŒÍÅÓÔÏ S(g)(a), ÇÄÅ a ∈ M, g ∈ G ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ g(a).

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÚÏŒÅÍ ÔÏÞËÉ a É b ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ∃g ∈ G : b = g(a). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Á) ÎÁ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÑÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Â) ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Á) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Â) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÁÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V Œ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÒÏÅË ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V .

óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Stab_a = {g ∈ G | g(a) = a}. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M 0 ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M 0_{⊂ M} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ_G, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ_M 0 Œ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ É ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ M 0 Œ M 0?

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab_a É Stab_b ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ G/ Stab_a.

úÁÄÁÞÁ 6. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÔÏÞÅË (ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ) Œ ÚÁÄÁÞÅ 2.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ e_1, . . . , e_n | ÂÁÚÉÓ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁÍ

1. œÅËÔÏÒÁ e_1;

2. œÅËÔÏÒÏŒ e_1, . . ., e_k;

3. ìÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ e_1; 4. ìÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_1, . . ., e_k;

5. ìÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_1, . . . , e_k É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕ- ÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_{k+1}, . . . , e_n;

6. æÌÁÇÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ⟨e_1⟩ ⊂ ⟨e_1, e_2⟩ ⊂ · · · ⊂ ⟨e_1, . . . , e_n�_1⟩ ?

äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ ⇔ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ g : M → M , ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab_a ⊂ G ÎÏÒÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Stab_a = Stab_M , É ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÁ G/ Stab_M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M .

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ e_1, . . . , e_n É f_1, . . . , f_n | ÂÁÚÉÓÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÏŒ e_1(t), . . . , e_n(t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ e_i(0) = e_i, e_1(1) = ±f_1, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ e_2(1), . . ., e_n(1), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ f_2, . . ., f_n.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 9, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ GL_+(n), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ n × n Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÁ. ëÁË ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ GL(n) ?

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ a_1, . . ., a_m ∈ V , ÇÄÅ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É m ≥ n + 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ λ_1, . . . , λ_m, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ λ_1a_1 + · · · + λ_ma_m = 0, λ_1 + · · · + λ_m = 0.

úÁÄÁÞÁ 12. [ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÄÏÎÁ] ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_m ∈ V , ÇÄÅ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É m ≥ n +2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a_1, . . . , a_m ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ, ŒÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 13. [ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ] ðÕÓÔØ M_1, . . . , M_m ⊂ V | ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, m ≥ n + 2. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ n + 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_i ÎÅÐÕÓÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ÎÅÐÕÓÔÏ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòóåíéîáò 1

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ T_1, . . ., T_m | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, m ≥ 3. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ.