íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò óåíéîáò 2

ðÕÓÔØ H | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R^4, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 0.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ f_1 = e_1 + e_2 − e_3 − e_4, f_2 = e_1 − e_2 + e_3 − e_4, f_3 = e_1 − e_2 − e_3 + e_4 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ H, ÇÄÅ {e_i} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_1/2, f_2/2, f_3/2} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

ðÕÓÔØ I | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ, Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^4, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ −1 ≤ x_1, x_2, x_3, x_4 ≤ 1. ðÕÓÔØ M = I ∩ H | ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ {y_1, y_2, y_3}, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {f_1, f_2, f_3}, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÏÓÅÍØÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ±y_1 ± y_2 ± y_3 ≤ 1.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M . îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ, ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ- ÎÉË. ëÁË ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ?

ðÕÓÔØ G_M | ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ M Œ ÓÅÂÑ. G_M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ M .

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G_M ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÒÅÂÒÁ Œ ÒÅÂÒÁ, Á ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ | Œ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ.

ðÕÓÔØ G_I[_H | ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^4, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ I É H Œ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ G_I[_H ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ M Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G_I[_H Œ

G_M | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ {e_i} É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ

G_I[_H . ëÁË ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ M (Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ {y_i})? åÓÔØ ÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G_I[_H ?

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G_I[_H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉ- ÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÂÅÒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F_1 ⊂ F_2 ⊂ · · · ⊂ F_k ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÇÒÁÎÅÊ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ. åÓÌÉ k ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÆÌÁÇ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÆÌÁÇÁ V ⊂ E, ÇÄÅ E | ÒÅÂÒÏ, Á V | ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎÃÏŒ (ŒÅÒÛÉÎÁ), ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ F , ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÒÅÂÒÕ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G_I[_H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ M .

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G_M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅ- ÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ.

úÁÄÁÞÁ 11. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 8 É 9, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ G_M ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ G_I[_H (Ô.Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G_I[_H Œ G_M | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G_M = S_4 × Z_2, G_I[_H = S_4 × Z_2× Z_2.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÞØÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ G_M ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ S_4. ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ? îÁÊÄÉÔÅ Œ ÎÅÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ, ÇÒÁÎÅÊ, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 13. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ 1) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 2) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ 3) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 14. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÏËÔÁÜÄÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G = G0 × Z_2, ÇÄÅ G0 | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ G? 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòóåíéîáò 2 õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÆÌÁÇÁÈ. úÁÄÁÞÁ 16. œÙÞÉÓÌÉÔÅ G0 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G0 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÚ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ, ŒÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÄÏÄÅËÁÜÄÒ.