íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôò óåíéîáò 6(7)

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ π_1(RP^n) = Z_2 ÐÒÉ n > 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Z_2 ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ RP^n ∼= S^n/Z_2. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÓÆÅÒÙ.

ðÕÓÔØ T^2 | ÆÁËÔÏÒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: (x_1, y_1) ∼ (x_2, y_2) ÅÓÌÉ x2 − x1 É y2 − y1 | ÃÅÌÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^2 ∼= R^2/Z^2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ π_1(T^2) = Z^2.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÊ- ÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ T^2 É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÆÅÒÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÒÕÞËÏÊ.

äÌÑ ÃÅÌÙÈ m, n ÎÁÚÏŒÅÍ (m, n)-ÏÂÍÏÔËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ_{m,n} : [0, 1] → T^2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ φ_{m,n}(t) = (mt, nt) modZ^2. úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (0, 0) ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÍÏÔËÅ ÔÏÒÁ. þÅÍÕ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (m, n)- É (m0, n0)- ÏÂÍÏÔÏË? õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ "ÒÁÚŒÅÒÔËÕ" ÐÅÔÌÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÍÏÔËÉ ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^n = R^n/Z^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ π_1(T^n) É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÅÔÌÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ X_1, X_2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ p_1, p_2, X_1 × X_2 | ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ p_1 × p_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ π_1(X_1 × X_2) = π_1(X_1) ⊕ π_1(X_2). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ i_{1,2} : X_{1,2} → X_1 × X_2 É ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ p_{1,2} : X_1 × X_2 → X_{1,2} ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ F_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÍŒÏÌÙ a_1, . . . , a_n, a�^1_1 , . . . , a_n. ëÁË ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ F_n ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ "ÓÌÏŒ" (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ) ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ Aa_ia�^1_i B ∼ AB ∼ Aa�^1_i a_iB. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ A · B = AB. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ F_n ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÂÅÚ ÐÏÄÓÌÏŒ a_ia�^1_i É a�^1_i a_i.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_n | ÇÒÕÐÐÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ `_n, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F_n, Á ÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ŒÅÒÛÉÎÙ A É Aa_i. úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `_n | ÄÅÒÅŒÏ. óËÏÌØËÏ ÒÅÂÅÒ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ? úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÒÅŒÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ ÏÔÒÅÚËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F_n ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ `_n ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ `_n, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F_n ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ, Œ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F_n ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ.

îÁÚÏŒÅÍ ÂÕËÅÔÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ∨^nS^1 ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ `_n ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ F_n ÅÓÔØ ∨^nS^1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

π1(∨^nS1) = F_n.

úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ çåïíåôòéñ, 2 óåíåóôòóåíéîáò 6(7) úÁÄÁÞÁ 14.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∨^3S^1 → ∨^2S^1 ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ïÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ F_3 ⊂ F_2. (ÐÒÁÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ∨^2S^1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË) úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S^1 → X ÂÅÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ π_1(X).