õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 27 ÍÁÒÔÁ

1. ðÕÓÔØ S = L_{d≥0} S_d | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ; S_+ = L_{d>0} S_d. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, Proj S | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ S_+ ⊅ p ⊂ S. äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ S_+ ÐÏÌÏÖÉÍ D_f = {p : f ∉ p} ⊂Proj S. ðÏÌÏ- ÖÉÍ S_{(f )} ⊂ S_f | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 Œ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÏÌØÃÁ S (ÓÍ. ÐÅÒŒÙÊ ÌÉÓÔÏÞÅË). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) D_f ≃Spec S_{(f )} ;

Â) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ Spec S_{(f )} ÎÁ D_f ∩ D_g ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ Spec S_{(g)} ÎÁ D_f ∩ D_g;

Œ) íÎÏÖÅÓÔŒÁ D_f ÚÁÄÁÀÔ ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ ÎÁ Proj S, a ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÎÁ Spec S_{(f )} ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË O ÎÁ Proj S. äÌÑ p ∈Proj S ÓÌÏÊ O_p ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÏÄËÏÌØÃÕ S_{(p)} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ Œ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ S_p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (Proj S, O) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Proj C[x_0, . . . , x_n] ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ P^n (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÓËÌÅÊËÁÍÉ).

3. ðÕÓÔØ M | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ. äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ f ∈ S_+ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ M_{(f )} ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ Œ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ M_f ; ÄÌÑ p ∈Proj S ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ M_{(p)} ⊂ M_p (cÍ. ÐÅÒŒÙÊ ÌÉÓÔÏÞÅË). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a) ðÕÞËÉ O-ÍÏÄÕÌÅÊ M_{(f )} ÎÁ D_f =Spec S_{(f )} ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÕÞÏË M | ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ M ;

Â) óÌÏÊ M_p ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ M_{(p)} ;

Œ) ðÕÞÏË M ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, Á ÅÓÌÉ S ÎÅÔÅÒÏŒÏ, É M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ M ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ.

4. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ S⟨n⟩ | ÜÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 1 Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÉ −n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË O(n) ÎÁ Proj S ËÁË ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÍÏÄÕÌÑ S⟨n⟩. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ Proj S ÐÏÌÏÖÉÍ F(n) := F ⊗_O O(n). ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, S ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ S_0 ÓŒÏÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ S_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ðÕÞÏË O(n) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ Proj S;

Â) åÓÌÉ S = C[x_0, . . . , x_n], ÔÏ O(n) | ÔÏÔ ÓÁÍÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ P^n, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÔÁË É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ;

Œ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ S-ÍÏÄÕÌÑ M ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ M ⟨n⟩ (ÔÏÔ ÖÅ ÍÏ- ÄÕÌØ ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ M(n); Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, O(n)⊗_O O(m) ≃ O(n + m). 5. äÌÑ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ Proj S ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ `_∗(F) := L_{n∈}Z `(Proj S, F(n)) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) S-ÍÏÄÕÌÑ. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S_d ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s ∈ `(Proj S, O(d)), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ `(Proj S, F(n)) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ s · t ∈ `(Proj S, F(n + d)) ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÊ s ⊗ t c ÕÞÅÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ O(d) ⊗_O F(n) = F(n + d). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ eÓÌÉ S = C[x_0, . . . , x_n], ÔÏ `_∗(O) = S;

6. ó ÜÔÉÈ ÐÏÒ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ S | ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ S_1 ÎÁÄ S_0. ðÕÓÔØ F | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ Proj S. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ β ÍÅÖÄÕ F É ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ S-ÍÏÄÕÌÑ `_∗(F).

7. ðÕÓÔØ M | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ α : M → `_∗(M). 1

2 8. ðÕÓÔØ M ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ α ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô.Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ N Ô.Þ. ÄÌÑ d ≥ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ α_d : M_d → `(Proj S, M(d)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

9. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ S-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÌÁÇÁÑ M ≡ N , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ N Ô.Þ. ÄÌÑ d ≥ N ÉÍÅÅÍ M_d = N_d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ M → M É F → `_∗(F) ÚÁÄÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ Proj S É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ S-ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ≡.