õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ë 3 ÁÐÒÅÌÑ

ãÅÌØ ÚÁÄÁÞ 1-6 | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ Z_p ÎÅ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÐÒÅ- ÄÅÌ Z/p^nZ, Á Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F_p (ŒÅËÔÏÒÙ œÉÔÔÁ W (F_p)), Ô.Å. ËÁË ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÍÙ ÒÏÄÉÌÉÓØ Œ ÍÉÒÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

1. ðÕÓÔØ x_1, x_2, . . . | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. äÌÑ n ≥ 1 ÐÏÌÏÖÉÍ x^{(n)} =

P_{d|n dx}n/d_{d . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ x(d), d|n, Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-}

ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ x := (x_1, x_2, . . .) = (x^{(1)}, x^{(2)}, . . . ) É ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍ x_i ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ œÉÔÔÁ ŒÅËÔÏÒÁ x, a x^{(i)} | ÐÒÉÚÒÁÞÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ x.

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_x(t) = Q_{n≥1}(1 − x_nt^n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −t^d_{dt} logf_x(t) = P_{n≥1} x^{(n)}t^n.

3. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÌØÃÅŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ œÉÔÔÁ ÐÏËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÎÏ Œ ÐÒÉÚÒÁÞÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) f_x(t)f_y (t) = f_{x+y} (t), Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, (x+y)_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ x_1, y_1, . . . , x_n, y_n;

Â) Q_{d,e≥1(1−x}m/d_{d y}m/e_{e tm)de/m = fxy(t), ÇÄÅ m | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ}

d É e. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (xy)_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ x_1, y_1, . . . , x_n, y_n;

Œ) äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x+y)_pn , (xy)_pn , ŒËÌÀÞÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_pk , y_pk , 0 ≤ k ≤ n;

Ç) îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ (x + y)_p, (x + y)_p2 , (xy)_p, (xy)_p2 . 4. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x_i ∈ A (ŒÍÅÓÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÒÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ÉÚ A). æÏÒ- ÍÕÌÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÄÁÀÔ ËÏÌØÃÅŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ œÉÔÔÁ W (A). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÓÑËÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A → B ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ W (A) → W (B). åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ŒÅËÔÏÒÙ œÉÔÔÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ÎÏÍÅÒ p^n, n ≥ 0 (ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ 3Œ), É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÔÏÖÅ W (A). CÁÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x_pn ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x_n (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁÒÁÑ x_1 ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ x_0); ÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÐÒÉÚÒÁÞÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÄŒÉÇ É æÒÏÂÅÎÉÕÓ): V x = (0, x_0, x_1, . . . ); F x = (x^p_0, x^p_1, . . . ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) (V x)^{(n)} = px^{(n−1)}; Â) x^{(n)} = (F x)^{(n−1)} + p^nx_n; Œ) x^{(n)} = x^{pn}_0 + px^{pn} �1 1 + . . . + p^nx_n; Ç) V F x = F V x = px; Ä) (V^ix)(V^jy) = V^{i+j} (F^jxF^iy).

äÌÑ a ∈ A ÐÏÌÏÖÉÍ {a} := (a, 0, 0, . . .). ôÏÇÄÁ x = P^∞_{i=0} V^i{x_i}. 5. ðÕÓÔØ A = k | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ∈ W (k) ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_0 ≠ 0. õËÁÚÁÎÉÅ: 1 − x{x_0}^{−1} = V y; x{x^{−1}_0 } P^∞_0 (V y)^i = (1 − V y) P^∞_0 (V y)^i = 1.

6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^nW (A) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ W (A). æÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ W_n(A) (ÕÒÅÚÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ œÉÔÔÁ);

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W_n(F_p) = Z/p^nZ; W (F_p) = Z_p;

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ W (F_pl ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÑ Q_p ÓÔÅÐÅÎÉ l.

ãÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÕÞËÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, Á M | B- ÍÏÄÕÌØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : B → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ 1

2 d(b_1 + b_2) = db_1 + db_2; d(b_1b_2) = b_1db_2 + b_2db_1; df(a) = 0 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, d ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ). ðÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ g : B ⊗_A B → B | ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(b_1 ⊗ b_2) = b_1b_2. ðÏÌÏÖÉÍ I :=Ker(g) | ÜÔÏ B-ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ; I/I^2 ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ B-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ d : B → I/I^2, db := 1 ⊗ b − b ⊗ 1 (mod I^2).

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (I/I^2 , d) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ, Ô.Å. ŒÓÑËÏÅ A-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ d^′ : B → M ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ d : B → I/I^2 É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ B- ÍÏÄÕÌÅÊ h : I/I^2 → M . õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I/I^2 ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ˙^1_{B/A}.

8. ðÕÓÔØ B = A[x_1, . . . , x_n]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙^1_{B/A} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ B- ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ dx_1, . . . , dx_n.

9. a) ðÕÓÔØ f^′ : A → A^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, É B^′ := B ⊗_A A^′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙^1_B0_{/A}0 = ˙^1_{B/A} ⊗_B B^′;

Â) ðÕÓÔØ S | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙^1_S�_{1B/A} = S^{−1}˙^1_{B/A}.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ. íÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ Y ÏÔËÒÙ- ÔÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U_i =Spec A_i, a ÔÅÐÅÒØ ÐÏËÒÙÔØ f^{−1}U_i ÏÔ- ËÒÙÔÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ V_j =Spec B_j . ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ B_j -ÍÏÄÕÌÑ ˙^1_{Bj /Ai} ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ËŒÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÍ ÐÕÞËÏÍ ˙^1_{Vj /Ui} O_{Vj} -ÍÏÄÕÌÅÊ. CÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÜÔÉ ÐÕÞËÉ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ (ËŒÁÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ˙_{X/Y} O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7, ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÐÏËÒÙÔÉÑÍ. ðÕÓÔØ ´ : X → X ×_Y X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, É I ⊂ O_{X×Y X} | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÏÇÄÁ ˙^1_{X/Y} = ´^∗(I/I^2).

10. a) ðÕÓÔØ A → B → C | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C-ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÏÞÎÁ: ˙^1_{B/A} ⊗_B C → ˙^1_{C/A} → ˙^1_{C/B} → 0;

Â) ðÕÓÔØ X^f→ Y^g→ Z | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÈÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ O_X -ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÏÞÎÁ: f^∗˙^1_{Y /Z} → ˙^1_{X/Z} → ˙^1_{X/Y} → 0.

11. a) ðÕÓÔØ I ⊂ B | ÉÄÅÁÌ; C := B/I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C-ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÏÞÎÁ: I/I^{2 δ}→ ˙^1_{B/A} ⊗_B C → ˙^1_{C/A} → 0.

úÄÅÓØ ÄÌÑ b ∈ I Ô.Þ. —b = b (mod I^2) ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ δ—b := db ⊗ 1 | ÜÔÏ C- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C-ÍÏÄÕÌÅÊ;

Â) ðÕÓÔØ f : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÈÅÍ, É Z ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÕÞËÏÍ ÉÄÅÁÌÏŒ I ⊂ O_X . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ O_Z -ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÏÞÎÁ: I/I^{2 δ}→ ˙^1_{X/Y} ⊗ O_Z → ˙^1_{Z/Y} → 0.

12. ðÕÓÔØ B | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏÌÅ k, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÇÏ ÐÏÌÀ ŒÙÞÅÔÏŒ B/m. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ δ : m/m^2 → ˙^1_{B/k} ⊗_B k ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ m_x/m^2_x ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÙÞÅÔÏŒ k(x) = O_x/m_x ÒÁŒÎÁ n. CÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÅÎÎÏÍÕ ËÒÉÔÅÒÉÀ, ÐÕÞÏË ˙^1_{X/Speck} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, É ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ˙^i_X = ~^i_{OX} ˙^1_{X/Speck}.