íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôò

ëìáóóéþåóëéå ðòïóôòáîóôœá

úÁÄÁÞÁ 1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ RP^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÔÁË:

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ

ÄÉÓËÁ É ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ (ÇÒÁÎÉÃÁ ËÁË ÄÉÓËÁ, ÔÁË É ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ, Á ÏÓÔÁÌØ- ÎÁÑ ÞÁÓÔØ | ÄÉÓËÕ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 3. âÕÔÙÌËÏÊ ëÌÅÊÎÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÔÁË:

. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒÕ, ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁËÌÅÅÎÙ ÄŒÕÍÑ ÌÅÎÔÁÍÉ íÅÂÉÕÓÁ. úÁÄÁÞÁ 4. n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ RP^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n+1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ S^n Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÎÙÍÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP^2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÎÏÍÕ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ Œ ÚÁÄÁÞÅ 1, É ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP^n. úÁÄÁÞÁ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^{n+1} ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_{n+1}, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A_k ⊂ RP^n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L_{k+1}^{def}= ⟨e_1; : : : ; e_{k+1}⟩, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ L_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_k ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ R^k. þÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_k?

úÁÄÁÞÁ 6. n-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C P^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^{n+1} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^2. òÅÛÉÔÅ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 5.

òÕÞËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ. óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÑ Ë ÓÆÅÒÅ Ó g ÄÙÒËÁÍÉ g ÒÕÞÅË ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÄÙÒÏË.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ \ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ" (Ô.Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 É 3, 2 É 4, 5 É 7, 6 É 8), ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ Ó 2 ÒÕÞËÁÍÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ŒÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË ÐÏÐÏÌÁÍ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 4g-ÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ \ÂÅÚ ÐÅÒÅ- ËÒÕÔËÉ", ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ \ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ", ÜÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó 1 ÒÕÞËÏÊ (Ô.Å. ÔÏÒ).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÅÄÉÎÉÔÅ ÄŒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÏÓÏÊ ÛÉÒÉÎÏÊ 1. úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É ÏÄÎÏÊ ÄÙÒËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ ÉÚ 2g ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S^2 Ó ÔÒÅÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ, ÚÁËÌÅÅÎÎÙÍÉ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÒÕ T^2 Ó ÏÄÎÏÊ ÄÙÒËÏÊ, ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ, É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó 1 ÒÕÞËÏÊ. úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A ∈ SO(3) ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ É ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ R^3.

úÁÄÁÞÁ 13. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ A ∈ SO(3) ÐÁÒÕ (ÏÓØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ). äÏËÁÖÉÔÅ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ŒÏÐÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ 4), ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ SO(3) → RP^3.

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SO(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÒÁŒÙÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ R^3. úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ n ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C^n , Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ n ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË C P^1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C P^n . 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ, 2 óåíåóôòëìáóóéþåóëéå ðòïóôòáîóôœá

úÁÄÁÞÁ 16. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G(4; 2) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^4. æÉËÓÉÒÕÅÍ Œ R^4 ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ R^k, É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ k: Á) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÅ ÐÒÑÍÏÊ ⟨e_1⟩, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩; Â) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩, ÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ⟨e_1⟩; Œ) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ⟨e_1⟩, É ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩; Ç) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩ É ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ⟨e_1⟩; Ä) ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ⟨e_1; e_2; e_3⟩ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ⟨e_1; e_2⟩ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ⟨e_1⟩.

úÁÄÁÞÁ 17. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞÉ 16, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ G(4; 2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_+(4; 2) ŒÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^4? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G_+(4; 2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S^2 ×S^2.