öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ 4.04.2002

óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P_A(˘) = det (A − ˘E) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ:

Á) (ÍÁÔÒÉÃÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ)

0 0 : : : a_1 1 0 : : : a_2 0 1 : : : a_3 . . . . : : : . . 0 0 : : : a_n ;

Â) (ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ) a_{11} a_{12} a_{13} : : : a_{1n} 0 a_{22} a_{23} : : : a_{2n} 0 0 a_{33} : : : a_{3n} . . . . . . : : : . . 0 0 0 : : : a_{nn} ;

Œ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉ- ÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ P_A(˘) | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ˘^{n−1} ÒÁŒÅÎ (−1)^{n−1} tr A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁË ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁËÖÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖ- ÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ ÇÌÁŒÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Å-Å ÓÌÅÄ) ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ. úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) ˘ ∈ k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ A; Â) ˘ ∈ k | ËÏÒÅÎØ P_A.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É P_A(˘) = r∏ i=1 (˘ − ˘_i)^{ni} , ˘_i ≠ ˘_j ÐÒÉ i ≠ j,^r ∑ i=1 n_i = n, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚ- ÌÏÖÉÍÙÍ.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ: ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ A : V → V É B : V → V | ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ (AB = BA) ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ A É B ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ˘_1; : : : ; ˘_r, ˘_i ≠ ˘_j ÐÒÉ i ≠ j | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A, k_1; : : : ; k_r ∈ N | ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÏÖÉÍ V^{ki}_i = Ker (A − ˘_i)^{ki} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{ki}_i ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Ô.Å. V^{k1}_1 + : : : + V^{kr}_r = V^{k1}_1 ⊕ : : : ⊕ V^{kr}_r . 1

2 úÁÄÁÞÁ 7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÒÁÚÌÏÖÉÍ, ÔÏ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ k_1; : : : ; k_r ∈ N, ÞÔÏ V = V^{k1}_1 ⊕ : : : ⊕ V^{kr}_r , ÐÒÉÞ-ÅÍ dim V^{ki}_i ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ˘_i Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ P_A.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {Q|Q ∈ K[x]; Q(A) = 0} = Q_AK[x], Q_A ∈ K[x], ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q_A ÒÁŒÅÎ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q_A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ Á) ÍÁÔÒÉÃÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ; Â) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. úÁÄÁÞÁ 10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) ˘ ∈ k | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ A; Â) ˘ ∈ k | ËÏÒÅÎØ Q_A.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ k_1; : : : ; k_r | ÎÁÂÏÒ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÚÁÄÁ- ÞÉ 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k_i | ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ˘_i Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ Q_A (1 ≤ i ≤ r). úÁÄÁÞÁ 12. ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÒÁÚÌÏÖÉÍ, ÔÏ P_A(A) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ P_A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Q_A.

úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q_A ≠ P_A.

úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P_A = Q_A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m ∈ N: Q^m_A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P_A.

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A_1 0 : : : 0 0 A_2 : : : 0 . . . . : : : . . 0 0 : : : A_m

; ÇÄÅ A_i =

0 1 0 : : : 0 0 0 1 : : : 0 . . . . . . : : : . . 0 0 0 : : : 1 0 0 0 : : : 0 |

ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ l_i × l_i, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (l_i) ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ. úÁÄÁÞÁ 18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (l_i) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 19. öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ˘_1; : : : ; ˘_r | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A, ÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A_{11} 0 : : : 0 0 : : : 0 . . . . : : : . . . . : : : . . 0 0 : : : A_{1m1} 0 : : : 0 0 0 : : : 0 A_{21} : : : 0 . . . . : : : . . . . : : : . . 0 0 : : : 0 0 : : : A_{rmr}

; ÇÄÅ A_{ij} =

˘_i 1 0 : : : 0 0 ˘_i 1 : : : 0 . . . . . . : : : . . 0 0 0 : : : 1 0 0 0 : : : ˘_i |

ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÒÁÚÍÅÒÁ l_{ij} × l_{ij} , ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ (l_{ij}) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ i ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ËÌÅÔÏË (ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (l_{ij} )) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.