ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 11.04.2002 ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ (Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÂÅÌÅŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ) A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A É m ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a · m ∈ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ ((ab)m = a(bm)) É, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ, 1_A · m = m.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ É X ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X (= ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ X), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ∑ a_ix_i, a_i ∈ A, x_i ∈ X. (íÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X).

äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÌØÃÏ A ÂÕÄÅÔ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ).

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ A-ÍÏÄÕÌÑ M É N . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ) ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M × N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ M × N . üÌÅÍÅÎÔÙ C | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ M × N Œ A Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ( ⇐⇒ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M × N Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A, Ô.Å. ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

∑_n i=1 a_i(x_i; y_i) a_i ∈ A; x_i ∈ M; y_i ∈ N ).

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

ðÕÓÔØ D | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ C, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ (x_1 + x_2; y) − (x_1; y) − (x_2; y) ; (x; y_1 + y_2) − (x; y_1) − (x; y_2) ; (ax; y) − a · (x; y) ; (x; ay) − a · (x; y) :

ðÏÌÏÖÉÍ T = C=D. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (x; y) ∈ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x ⊗ y ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ Œ T .

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ T ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ x ⊗ y. úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x ⊗ y ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (x_1 + x_2)⊗y = x_1 ⊗y +x_2 ⊗y, x⊗(y_1 +y_2) = x⊗y_1 +x⊗y_1, a·x⊗y = (a·x)⊗y = x⊗(a·y). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M É N É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M ⊗_A N ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ M ⊗ N , ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ.

úÁÄÁÞÁ 5.

1. ðÕÓÔØ M , N | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (T; g) ÓÏÓÔÏÑ- ÝÁÑ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÑ T É A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : M × N → T ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ P É A-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M × N → P ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ A-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ : T → P ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f = f^′ ∘ g.

2. åÓÌÉ (T; g), (T^′; g^′) | ÄŒÅ ÐÁÒÙ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ j : T → T^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ j ∘ g = g^′.

úÁÄÁÞÁ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ 2ZŒ ËÏÌØÃÅ Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Z_2 ⊗_ZZÉ Z_2 ⊗_Z2Z. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 ⊗ 2 = 0 Œ Z_2 ⊗_ZZ, ÎÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Z_2 ⊗_Z2Z.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_m ⊗_ZZ_n = 0, ÅÓÌÉ m É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 8. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ m É n:

1) Z_m ⊗_ZZ_n ? 2) mZ⊗_ZnZ? 3) mZ⊗_ZZ_n ?

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ, M | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A ⊗_A M → M ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a ⊗ m → am.

úÁÄÁÞÁ 10. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ H_i : M_i → N_i | A-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A-ÍÏÄÕÌÅÊ (i = 1; 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ A-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H_1 ⊗ H_2 : M_1 ⊗ M_2 → N_1 ⊗ N_2, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ m_1 ⊗ m_2 Œ H_1(m_1) ⊗ H_2(m_2).

äÁÌÅÅ A = F | ÐÏÌÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, A-ÍÏÄÕÌÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ U É V | ÄŒÁ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ). ðÕÓÔØ X ⊂ U , Y ⊂ V | F-ÂÁÚÉÓÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_i ⊗y_j }, ÇÄÅ x_i ∈ X, y_i ∈ Y ÏÂÒÁÚÕÅÔ F-ÂÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ U ⊗ V .

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ U É V | ÄŒÁ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u⊗v = u^′ ⊗ v^′ ≠ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v = ˘v^′ É u^′ = ˘u.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ U É V | ÄŒÁ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ U_0 ⊂ U É V_0 ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_0 ⊗ V ∩ U ⊗ V_0 = U_0 ⊗ V_0. úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ U É V | ÄŒÁ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ U_0 ⊂ U É V_0 ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ ß_U : U → U=U_0, ß_V : V → V =V_0 | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ß_U ⊗ß_V : U ⊗V → U=U_0⊗V =V_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ker(ß_U ⊗ ß_V ) = U_0 ⊗ V + U ⊗ V_0.

äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 15. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B : V → W F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V , W Œ ÂÁÚÉÓÁÈ {v_i}, {w_i}. ðÕÓÔØ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ C : V^′ → W^′ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V^′, W^′ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ {v^′_i}, {w^′_i}. œÙÒÁ- ÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ B ⊗ C Œ ÂÁÚÉÓÁÈ v_i ⊗ v^′_j É w_i ⊗ w^′_j (ëÒÏÎÅËÅÒÏŒÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ).

úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ H_1 : V^m → V^m | ÌÉÎÅÊÎÙÊ (ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ m- ÍÅÒÎÏÍ F-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^m É H_2 : V^n → V^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ (ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ F-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^n. ðÕÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ H_1 É H_2 ÒÁŒÎÙ ff_1; : : : ; ff_m É fi_1; : : : ; fi_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H_1 ⊗ H_2 ÒÁŒÎÙ ff_ifi_j ; 2) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ H_1 ⊗ E_n + E_m ⊗ H_2 ÒÁŒÎÙ ff_i + fi_j .

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ff : V^∗ ⊗W → Hom (V; W ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ff(f ⊗ w) = {v → f(v)w}.

úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ V | F-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ ” : V^∗ ⊗ V → F, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ”(x^∗ ⊗ y) = x^∗(y) É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ tr A = ”ff^{−1}(A).