œëí îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 10

Abstract. äŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍÕ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ.

ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fl : R → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÒÉŒÙÅ fl_1 É fl_2 ËÁÓÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M , ÅÓÌÉ fl_1(0) = fl_2(0) = a, É s^{−1}(fl_1(t)) − s^{−1}(fl_2(t)) = o(t) ÐÒÉ t → 0, ÇÄÅ s | ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ (Á s^{−1} | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, É ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ \ËÁÓÁÔØÓÑ Œ ÔÏÞËÅ a" ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_aM ; ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ T_aM ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T M . a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ T M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ- ÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m, ËÁÒÔÙ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ Œ ÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ë ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (U; V; s) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ~U = ⋃ a∈U T_aM , ~V = V × R^m, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~s ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ (r; w) ∈ V × R^m ËÌÁÓÓ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ fl(t) = s(r + wt).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~s ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl ÔÁ- ËÁÑ, ÞÔÏ fl(0) = a, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ s(a + wt), ÇÄÅ w =^d_{dt} s^{−1}(fl(t)) | |_{t=0}. åÓÌÉ (U^′; V^′; s^′) | ÄÒÕÇÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ M , ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó (U; V; s) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ø , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ( ~U ; ~V ; ~s) É (~U^′; ~V^′; ~s^′) ÅÓÔØ ~ø (r; w) = (ø (r); ø^′(r)w) | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÌÁÄËÏÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÔÁËÏŒÁ: ~ø^′(r; w)(x; y) = (ø^′(r)x; ø^′(r)y + (ø^{′′}(r)y; w)); ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÌÏËÁ n × n, ÒÁŒÎÙÅ ø^′(r), É ÏÄÉÎ ÎÁÄ- ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÌÏË. ðÏÜÔÏÍÕ det ~ø^′(r; w) = (det ø^′(r))^2 ¿ 0, É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.

ðÕÓÔØ C^∞(M ) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (a; ˚), ÇÄÅ ˚ : C^∞(M ) → R | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ˚(fg) = f(a)˚(g) + g(a)˚(f) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f; g ∈ C^∞(M ).

þÅÔŒÅÒËÁ (B; E; W; p), ÇÄÅ B; E | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, W | ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, p : E → B | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_U : p^{−1}(U ) → U × W , ÞÔÏ

1. ß ∘ F = p, ÇÄÅ ß : U × W → U | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. 1

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, U É V , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ R_{UV}^{def}= F_V ∘ F^{−1}_U : (U ∩ V ) × W → (U ∩ V ) × W ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ R_{UV} (a; v) = (a; R(a; v)).

2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W → W , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ v → R(a; v), ÌÉÎÅÊÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1 (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ E = B × W , Á p : E → B | ÐÒÏÅË- ÃÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. T M (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2m. üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ T M Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T M → M , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ R^m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (U; V; s) | ËÁÒÔÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÁÒÔÕ ÎÁ T M ÔÁË: ~U = ⋃ a∈U T_aM , ~V = V × R^m, Á ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ~s ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ (r; w) ∈ V × R^m ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˚_{r;a}, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ˚_{r;w}(f) = (f ∘ s)^′(r)w (ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (f ∘ s)^′(r) : R^m → R ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ w ∈ R^m).

œÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ~s (Ô.Å. ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˚ ∈ T M Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_1; : : : ; x_m) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË

∑_m i=1 w_i^{@f}_{@xi} (r)) ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÌÅËÃÉÉ 6. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ( ~U ; ~V ; ~s) É (~U^′; ~V^′; ~s^′) ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ.

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T M → M Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (r; w) → r É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÇÌÁÄËÏÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’ : U ×R^m → p^{−1}(U ) = ~U , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ’(r; w) = ~s(s^{−1}(r); w).

ðÕÓÔØ fl : R → M | ËÒÉŒÁÑ; fl(0) = a. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˚ : C^∞(M ) → R ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ˚(f) =^d_{dt} f(fl(t)) | |_{t=0}.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˚ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T_aM É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÒÉŒÏÊ fl ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ s : V → U | ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ M Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a; ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÕÓÔØ s(0) = a. ôÏÇÄÁ ËÒÉŒÁÑ fl(t) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; w), ÇÄÅ w =^d_{dt} s^{−1}(fl(t)) | |_{t=0}. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˚(f) =^d_{dt} f(fl(t)) | |_{t=0} = f^′(a)fl^′(0) = (f ∘ s)^′(0)(s^{−1} ∘ fl)^′(0) = ˚_{0;w}(f).

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_aM ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (B; E; W; p) ÐÒÏÏÂÒÁÚ p^{−1}(a) ⊂ E (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a) ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ W .

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ‘^∗ ∈ RP^n, ˚ ∈ T_‘∗ RP^n. œÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ w^∗ ∈ ‘^∗, w^∗ = (w^∗_0; : : : ; w^∗_n), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ x_0; : : :; x_n : RP^n → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x_i(‘^∗) = w^∗_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 0; : : : ; n, É ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ w^∗ ÞÉÓÌÁ [x_0(w) : · · · : x_n(w)] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÌÉ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ w. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅËÔÏÒ A_˚ (w^∗)^{def}= (˚(x_0); : : : ; ˚(x_n)) ∈ R^{n+1}.

æÕÎËÃÉÉ x_0; : : :; x_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ˘ : RP^n → R, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ˘(‘^∗) = 1. üÔÏ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ A_˚ (w^∗): ÅÓÌÉ ~x_i = x_i · ˘, ÔÏ ~A_˚ (w^∗) = ˘(‘^∗)(˚(x_0); : : : ; ˚(x_n)) + ˚(˘)(x_0(w^∗); : : : ; x_n(w^∗)) = A_˚ (w^∗) + ˚(˘)w^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_˚ : ‘^∗ → R^{n+1}=‘^∗, ÐÒÉÞÅÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ˚ → A_˚ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A : ‘^∗ → R^{n+1}=‘^∗ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, f : RP^n toR | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ô.Å. ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{n+1} \ {0} → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ f(ˇx) = f(x); ∀ˇ ∈ R \ {0}; ∀x ∈ R^{n+1} \ {0}. ðÕÓÔØ A : ‘^∗ → R^{n+1} | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ Œ A. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ˚_A(f) = d dt f(w^∗ + tA(w^∗)) | t=0. ïÔ ŒÙÂÏÒÁ A ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ: ÅÓÌÉ ~A(w) = A(w)+ˇw, ÔÏ ~˚_A(f) =^d_{dt} f(w^∗ + tA(w^∗) + tˇw^∗) | |_{t=0} =^d_{dt} f(w^∗ + tA(w^∗)=(1 + tˇ)) | |_{t=0} = ˚_A(f).

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ A → ˚_A | ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÀ ˚ → A_˚ , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_‘∗ RP^n ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ‘^∗ → R^{n+1}=‘^∗.