œëí îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 11

Abstract. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ.

ðÕÓÔØ (B_1; E_1; W_1; p_1) É (B_2; E_2; W_2; p_2) | ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. îÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E_1 → E_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ

1. f ÐÏÓÌÏÊÎÏÅ: ÅÓÌÉ p_1(u) = p_1(v), ÔÏ p_2 ∘ f(u) = p_2 ∘ f(v);

üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : B_1 → B_2 ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ ~f (a)^{def}= p_2 ∘ f(A), ÇÄÅ A ∈ E_1 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ p_1(A) = a. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ B_1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_a ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_1 ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a Œ Ó ÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E_2 ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ ~f (a); ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 2. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_a ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ B_1 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ.

ðÕÓÔØ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, a ∈ M , b = F (a), ˚ ∈ T_aM . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯ : C^∞(N ) → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¯(f)^{def}= ˚(f ∘ F ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ¯ ∈ T_bN .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ¯(f · g) = ˚((f · g) ∘ F ) = ˚((f ∘ F ) · (g ∘ F )) = (f ∘ F )(a)˚(g ∘ F ) + (g ∘ F )(a)˚(f ∘ F ) = f(b)¯(g) + g(b)¯(f).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^′(a) : T_aM → T_bN . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^′ : T M → T N , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ (a; v) (ÇÄÅ a ∈ M; v ∈ T_aM ) Œ ÐÁÒÕ (F (a); F^′(a)v) (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. 1. ðÕÓÔØ F : M → N , G : P → M | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ. ôÏÇÄÁ (F ∘ G)^′ = F^′ ∘ G^′.

2. ðÕÓÔØ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ F^′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÁ; F (a) = b. ôÏÇÄÁ (F^{−1})^′(b) = (F^′(a))^{−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : M → N | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÒÉŒÏÊ fl : R → M ËÒÉŒÕÀ F ∘ fl : R → N .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ a ∈ M , b = F (a) ∈ N . ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ fl → F ∘ fl ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_aM → T_bN , ÒÁŒÎÏÅ F^′(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÒÉŒÏÊ fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ˚(f) =^d_{dt} f(fl(t)) | |_{t=0}, Á ËÒÉŒÏÊ F ∘ fl | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯(g) =^d_{dt} g(F (fl(t))) | |_{t=0} =^d_{dt} (g ∘ F )(fl(t)) | |_{t=0}, ÏÔËÕÄÁ ¯ = F^′(a)˚.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ F (x_1; : : : ; x_m) = (F_1(x_1; : : : ; x_m); : : : ; F_n(x_1; : : : ; x_m)); ÐÕÓÔØ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ, F (0) = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÌÅËÃÉÉ 10 ÓÌÅÄÕÅÔ , ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_0M ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ @ @x_1 ; : : : ; @ @x_m (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ @ @x_i ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ∈ C

∞(M ) ÞÉÓÌÏ^{@’}_{@xi} (0)), 1

2 œëí îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò ìåëãéñ 11

Á ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_0N | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ^@_{@y1} ; : : : ;^@_{@yn} . äÅÊÓÔŒÉÅ F^′(0) ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁËÏŒÏ: (F^′(0)^@_{@xi} )() =^{@∘F}_{@xi} (0) =

∑_n j=1 @F_j @x_i (0) @ @x_j (0); ÐÏ-

ÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F^′(0) : T_0M → T_0N Œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÅÓÔØ (_{@Fj}

@x_i (0) ) . óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ M É N | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^′(a) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X : B → E, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ p ∘ X = id, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (B; E; W; p). çÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M .

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ffi : A → A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ffi(xy) = xffi(y) + ffi(x)y (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ffi(f)(a) = X(a)(f) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(M ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(M ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ffi_1, ffi_2 | ÄŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [ffi_1; ffi_2]^{def}= ffi_1ffi_2 − ffi_2ffi_1 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: [ffi_1; ffi_2](xy) = ffi_1(xffi_2(y) + ffi_2(x)y) − ffi_2(xffi_1(y) + ffi_1(x)y) = ffi_1(x)ffi_2(y) + xffi_1ffi_2(y) + ffi_1ffi_2(x)y + ffi_2(x)ffi_1(y) − (ffi_2(x)ffi_1(y) + xffi_2ffi_1(y) + ffi_2ffi_1(x)y + delta_1(x)ffi_2(y)) = x[ffi_1; ffi_2](y) + [ffi_1; ffi_2](x)y.

óŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ:

1. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ffi_1; ffi_2) → [ffi_1; ffi_2] ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÕ.

2. [ffi_1; ffi_2] = −[ffi_2; ffi_1] (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ).

3. [ffi_1; [ffi_2; ffi_3]] + [ffi_2; [ffi_3; ffi_1]] + [ffi_3; [ffi_1; ffi_2]] (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ). œÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ.

äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M É ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ fX | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: (fX)(’) = fX(’).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. [fX_1; X_2] = f[X_1; X_2] − X_2(f)X_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. [fX_1; X_2](’) = fX_1X_2(’)−X_2(fX_1(’)) = fX_1X_2(’)−fX_2X_1(’)− X_2(f)X_1(’).

œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ A =

∑_m i=1 a_i(x)^@_{@xi}

(Ô.Å. ÅÓÌÉ ’ ∈ C^∞(M ), ÔÏ A(’)(x)^{def}=

∑_m i=1 a_i(x)^{@’}_{@xi} (x)). ðÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÏÌÑ A Ó ÐÏÌÅÍ B =

∑_m i=1 b_i(x)^@_{@xi} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ-

ÍÕÌÏÊ [A; B] =

∑_m i=1 (∑_m j=1 a_j(x)^{@bi}_{@xj} (x) − b_j(x)^{@ai}_{@xj} (x)

)_@

@x_i .

ëÒÉŒÁÑ fl ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ A, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÅ fl(t) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ, ÒÁŒÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÕ A(fl(t)). œ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl(t) = (fl_1(t); : : : ; fl_m(t)) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ A = ∑_m

i=1 a_i(x)^@_{@xi} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ fl^′_i(t) = a_i(fl_1(t); : : : ; fl_m(t)).