œëí îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 12

Abstract. ðÏÔÏËÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ T ¿ 0. ðÏÔÏËÏÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ {D_t; t ∈ [0; T ]}, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ t É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a; b; c ∈ [0; T ] É c = a + b, ÔÏ D_c = D_a ∘ D_b (ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ).

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D_0 = id, É ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ D_t Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ t ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

çÒÕÐÐÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Di¸(M ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(M ) ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: (D^∗f)(a)^{def}= f(D(a)). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ D^∗ ÌÉÎÅÊÎÙ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙ: D^∗(fg) = D^∗fD^∗g.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D_t | ÐÏÔÏË ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . 1) æÏÒÍÕÌÁ X_D (f) = d dt D^∗_t f | |_{t=0}, ÇÄÅ f ∈ C∞(M ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X_D : C∞(M ) → C^∞(M ). 2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M ËÒÉŒÁÑ fl_a(t) = D_t(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÌÑ X_D . 3) åÓÌÉ {A_t} É {B_t} | ÄŒÁ ÐÏÔÏËÁ, É X_A = X_B, ÔÏ ÐÏÔÏËÉ {A_t} É {B_t} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ÔÅÈ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. 4) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÔÏË {D_t} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X = X_D .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X_D : C^∞(M ) → C^∞(M ) ÏÞÅ- ŒÉÄÎÁ. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: X_D (fg) =^d_{dt} D^∗_t (fg) | |_{t=0} =^d_{dt} D^∗_t fD^∗_t g | |_{t=0} = f · X_D(g) + X_D (f) · g.

2) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M ) ÉÍÅÅÍ fl^′_a(t)(f) =^d_{dø} f(fl_a(ø )) | |_{ø=t} = d dø f(D_ø (a)) | ø=t =^d_{dø} f(D_ø ∘ D_t(a)) | ø=0 = (X_Df)(D_t(a)) = X_D(fl_a(t))(f).

3) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð. 2) É ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

4) ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ T ¿ 0, ÞÔÏ ÞÅ- ÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ q ∈ U ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl_q : [0; T ] → M ÐÏÌÑ X. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ M ÔÁËÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_1; : : : ; U_n, É ÐÕÓÔØ T = min T_1; : : : ; T_n | ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ M ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ fl_p : [0; T ] → M ÔÁËÁÑ ÞÔÏ fl_p(0) = p. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_t, ÇÄÅ t ∈ [0; T ], ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ D_t(p) = fl_p(t).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D_t | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. çÌÁÄËÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ. äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ~D_t ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÞÔÏ É D_t, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÅ −X ŒÍÅÓÔÏ ÐÏÌÑ X | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ~D_t ∘ D_t = id.

ðÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ c = a + b. ôÏÇÄÁ D_c(p) = fl_p(c) = fl_p(a + b). ðÕÓÔØ q = D_a(p) = fl_p(a). ëÒÉŒÁÑ ~fl(t) = fl(a + t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ 1

ÄÌÑ ÐÏÌÑ X É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ~fl(0) = q. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ~fl(t) = fl_q (t), É D_c(p) = fl_p(a + b) = fl_q (b) = D_a ∘ D_b(p).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ X_D = X. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (X_Df)(a) =^d_{dt} D^∗_t f | t=0 (a) = d dt f(fl_a(t)) | |_{t=0} = (Xf)(a) (Œ ÓÉÌÕ Ð. 2).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~D_t, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÍÙ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ D_{−t}.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÐÏÔÏË A_t ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ X, Á ÐÏÔÏË B_t | ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Y . ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

@^2 @t@s (At ∘ Bs ∘ A−t ∘ B−s) ∗ | | |_{t=s=0} = [X; Y ].

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.^d_{dt} (A_t ∘ B_s ∘ A_{−t} ∘ B_{−s})^∗ f | |_{t=0} = X ((B_s ∘ A_{−t} ∘ B_{−s})∗f)|_{t=0}−

(A_t ∘ B_s)^∗X ( B^∗_{−s}f )| t=0 = Xf−B^∗_s XB^∗_{−s}f. ôÅÐÅÒØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,^d_{ds} (Xf − B^∗_s XB^∗_{−s}f) | s=0 = (XY − Y X)(f).

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^m, É Œ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1; : : :; x_m.

ðÕÓÔØ X =

∑_m i=1 a_i(x)^@_{@xi} , Y =

∑_m

i=1 b_i(x)^@_{@xi} . ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ø → 0 ÉÍÅÅÍ A_ø (x_1; : : : ; x_m) = (x_1; : : :; x_m) + ø (a_1(x); : : : ; a_m(x)) + O(ø^2), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ B_ø . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, B_s ∘A_t ∘B_{−s} ∘A_{−t}(x_1; : : : ; x_m) = B_s ∘A_t ∘B_{−s} ( (x_1; : : : ; x_m)− t(a_1(x); : : : ; a_m(x))+O(t^2) ) = B_s∘A_t ( (x_1; : : : ; x_m)−t(a_1(x); : : :; a_m(x))−s(b_1(x); : : : ; b_m(x))+ st( ∑_m i=1 @b_1 @x_i (x)ai(x); : : : ;

∑_m i=1 @b_m @x_i (x)ai(x)) + O(t

2) + O(s^2) ) = : : :

= st ( ( ∑_m i=1 @b_1 @x_i (x)ai(x); : : :;

∑_m i=1 @b_m @x_i (x)ai(x))−(

∑_m i=1 @a_1 @x_i (x)bi(x); : : : ;

∑_m i=1 @a_m @x_i (x)bi(x)) ) + O(t^2) + O(s^2). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÌÅËÃÉÑ 11).

ðÕÓÔØ Y : C^∞(M ) → C^∞(M ) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , Á D : M → M | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ad(D)Y = (D^{−1})^∗Y D^∗ : C^∞(M ) → C^∞(M ). åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y : M → T M , ÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: (Ad(D)Y )(a) = D^′(D^{−1}(a))Y (D^{−1}(a)).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ {D_t} | ÐÏÔÏË ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ X, É ÐÕÓÔØ Y | ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ^d_{dt} Ad(D_t)Y | |_{t=0} = [Y; X].

ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.^d_{dt} (D^∗_{−t})Y D^∗_t | |_{t=0} = −XY D^∗_t |_{t=0} + (D^∗_{−t})Y X | |_{t=0} = [Y; X].

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ | ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. éÍÅÅÍ (ŒÓÀÄÕ t → 0): D_t(x) = (x_1 + ta_1(x); : : :; x_m + ta_m(x)) + o(t), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D^′_t(x) Œ ÂÁÚÉÓÅ^@_{@x1} ; : : : ;^@_{@xm} ÒÁŒÎÁ E + t(^{@aj}_{@xi} ) + o(t). ïÔ- ÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: (D^∗_t Y )(x) = D^′_t (∑_m i=1 b_i(x_1 − ta_1(x); : : :; x_m − ta_m(x))^@_{@xi} ) + o(t) =

∑_m i=1 b_i(x_1 − ta_1(x); : : : ; x_m − ta_m(x))^@_{@xi} +

∑_m

i;j=1 bi(x1 − ta1(x); : : : ; xm −

ta_m(x))^{@aj}_{@xi} (x−ta_1(x); : : : ; x_m −ta_m(x))^@_{@xj} +o(t). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ŒÙÒÁ-

ÖÅÎÉÑ ÐÏ t ÐÒÉ t = 0 ÒÁŒÎÁ

∑_m

i;j=1 ( b_i(x)^{@aj}_{@xi} (x) − a_i(x)^{@bj}_{@xi}

)_@

@x_i , Ô.Å. [Y; X].