íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 2

Abstract. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Inv ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A : R^n → R^n ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Lin(R^n; R^n) ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → M^{−1} ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Inv Œ ÓÅÂÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

óÌÏŒÏ \ÏÔËÒÙÔÏ" ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÚÄÅÓØ Ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Lin(R^n; R^n) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ Lin(R^n; R^n) ÎÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Inv . ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ‖A‖ = a < 1. ôÏÇÄÁ ‖A^n‖ ≤ a^n, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ I − A + A^2 − · · · + (−1)^nA^n + : : : ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÐÏ ÎÏÒÍÅ) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ (I + A)^{−1}, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I + A ∈ Inv . ïÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖(I + A)^{−1}‖ ≤ 1=(1 − ‖A‖), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M → M^{−1} Œ ÔÏÞËÅ I.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ∈ Inv | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ ‖A‖ < 1= ‖M^{−1}‖. ôÏÇÄÁ ‖M^{−1}A‖ ≤ ‖M^{−1}‖ · ‖A‖ < 1. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I + M^{−1}A ÏÂÒÁÔÉÍ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ M + A = M (I + M^{−1}A). îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÔÏÞËÅ M ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (M + A)^{−1} = (I + M^{−1}A)^{−1}M^{−1}, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ I É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f : R^n → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ R^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x_0) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x_0 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ f(x_0) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ U → V , É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : V → U ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^′(x) ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÒÉ x, ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÝÅ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÜÔÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÓÎÏŒÁ U . ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ A = f^′(x_0), É c = ‖A^{−1}‖.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(x) ≠ f(y), ÅÓÌÉ x ≠ y | ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U . œÙ- ÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÛÁÒ, ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÊ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ x ∈ U ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖f^′(x) − A‖ ≤ 1=2c. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (t)^{def}= f((1 − t)x + ty) − tA(y − x); ÚÄÅÓØ t ∈ [0; 1], É ŒÓÅ ÔÏÞËÉ (1 − t)x + ty ÌÅÖÁÔ Œ U , ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ U ŒÙÐÕËÌÁ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : [0; 1] → R^n (ÐÏ t) ÒÁŒÎÁ 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 2

(f^′((1 − t)x + ty) − A)(y − x) É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ‖y − x‖ =2c ≤ ‖A^{−1}A(y − x)‖ =2c ≤ ‖A(y − x)‖ =2. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: ‖f(y) − f(x) − A(y − x)‖ = ‖F (1) − F (0)‖ = ‖ ‖ ‖ ∫_1 0 F^′(t) dt ‖ ‖ ‖ ≤ ∫_1 0 ‖F^′(t)‖ dt ≤ ‖A(y − x)‖ =2. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖f(x) − f(y)‖ ≥ ‖A(y − x)‖ =2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÌÕÞÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ V^{def}= f(U ) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÏÔËÒÙÔ. ðÕÓÔØ y_0 ∈ V ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y_0 = f(x_0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B_r (x_0), ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ U . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ y, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë y_0 É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ y ∈ V (ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ x ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) = ‖f(x) − y‖^2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ (ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B_r(x_0). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÛÁÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ‖x − x_0‖ = r, ÔÏ ‖f(x) − y_0‖ ≥ r=2c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ‖y − y_0‖ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ | ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÎØÛÅ r=6c | ÔÏ ‖y_0 − y‖ < ‖f(x) − y‖, ŒÏÐÒÅËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x | ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÛÁÒÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’ Œ ÔÏÞËÅ x ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, f^′(x)(f(x) − y) = 0. œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(x) ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(x) = y | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, y ∈ V , É V ÏÔËÒÙÔÏ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^{−1} ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1.

ðÕÓÔØ f : U × V → W | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; U; V; W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÉÍŒÏÌÏÍ^{@f}_{@u} (a; b), ÇÄÅ a ∈ U , b ∈ V , ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_b : U → W , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_b(u)^{def}= f(u; b).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f : R^n× R^m → R^n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a; b) = Ó, É ÏÐÅÒÁÔÏÒ^{@f}_{@a} (a; b) : R^n → R^n ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ U ⊂ R^n ÔÏÞËÉ c, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ R^m ÔÏÞËÉ b É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U × V → R^n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(c; b) = a É f(g(p; q); q) ≡ p.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f : R^n×R^m → R^n | ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ R^m ÔÏÞËÉ b É Œ ÎÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ h : V → R^n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h(b) = a É f(h(q); q) ≡ c

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R^n × R^m → R^n × R^m, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (x; y) = (f(x; y); y). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ F^′(x; y) ÒÁŒÎÁ f^′(x; y) × ˝_m, ÇÄÅ ˝_m : R^n × R^m → R^m | ÐÒÏÅËÔÏÒ (˝_m(u; v) = v). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F^′(a; b) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : R^n × R^m → R^n × R^m; ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ G(p; q) = (g(p; q); q) | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ h(q)^{def}= g(c; q).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ f : R^m → R^n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, É Rk f^′(a) = m (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, m ≤ n). ðÕÓÔØ X ⊂ R^n | ÁÆ- ÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ b = f(a) É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a), Á P : R^n → X | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 23

V^{def}= P f(U ) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ, É P f : U → V | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ. ðÕÓÔØ r ∈ f(U ). ôÏÇÄÁ ‖r − P r‖ = o( ‖r − b‖) ÐÒÉ r → b.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P f : R^m → X ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ r = f(a + h). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ v^{def}= f(a) + f^′(a)h ∈ X, É ‖v − r‖ = o( ‖h‖). ðÏÓËÏÌØËÕ P r | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë r ÔÏÞËÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÔÏ ‖r − P r‖ ≤ ‖v − r‖.