íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 4

Abstract. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ.

ðÕÓÔØ N; M | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n É m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÞËÁ a ∈ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : N → M , ÅÓÌÉ Rk f^′(a) = min(m; n).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÂÌÉÚÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ). ðÕÓÔØ a | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, É b = f(a). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ P ∋ a É Q ∋ b, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{P Q} : P → Q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f_{P Q}(x_1; : : : ; x_n) = (x_1; : : : ; x_m) ÐÒÉ m ≤ n É f_{UV} (x_1; : : : ; x_n) = (x_1; : : : ; x_n; 0; : : :; 0) ÐÒÉ m ¿ n. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 1. ðÕÓÔØ A : R^m → R^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ k. ôÏÇÄÁ Œ R^m É R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A = (a_{ij}) Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ: a_{ii} = 1 ÐÒÉ i = 1; : : :; k, É a_{ij} = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ i; j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. œ ÓÉÌÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅ- ÏÒÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ U; V , ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{UV} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁ- ÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: M = R^m, N = R^n.

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n ≥ m. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R^n → R^m ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ R^n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ s_Q : U × V → R^n, ÇÄÅ U ⊂ R^m, V ⊂ R^{n−m}, s_Q(u; v) = (g(u; v); v).

óÌÕÞÁÊ n ¡ m ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = m (ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎ) ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÕÓÔØ X ⊂ R^m | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(a); dim X = m − n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R^n × X → R^m ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (u; v) = f(u) + v. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F^′(a; 0) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ; ÔÅÐÅÒØ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÎÕÖ- ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÏÎÁ ÐÏÄÈÏÄÉÔ É ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ : R^n → R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÕ A : R^n → R^n, ÅÓÌÉ (Ax; y) = (x; Ay), ÇÄÅ x; y ∈ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á (·; ·) | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ A = A^∗, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ A = −A^∗. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Sym(R^n).

âÁÚÉÓ e_1; : : : ; e_n Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ (e_i; e_j) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; n; i ≠ j. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 4

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 2. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ: a_{ij} = a_{ji}.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ). ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄŒÁÖÄÙ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(0) = 0 É f^′(0) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H = (h_{ij} )(^{@2f}_{@xi@xj} (0)). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R^n → Sym(R^n), ÞÔÏ A(0) = H=2 É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ U ⊂ R^n ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = (A(x)x; x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U | ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ f ÄŒÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. ðÕÓÔØ x ∈ U , É F (t)^{def}= f(tx), ÇÄÅ t ∈ [0; 1]. ôÏÇÄÁ F (0) = 0, F^′(0) = 0, ÏÔËÕÄÁ f(x) = F (1) =

∫_1 0 F^′(t) dt = ∫_1 0 ∫_t 0 F^{′′}(ø ) dø dt =

∫_1 0 ∫_t 0 (f^{′′}(ø x)x; x) dø dt (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f^′ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ R^n → R, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ (R^n)^∗, Á f^{′′} | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^n → (R^n)^∗. íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ (R^n)^∗ Ó R^n ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÌÏÖÉÔØ A(x)^{def}=

∫_1 0 ∫_t 0 f^{′′}(ø x) dø dt. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

@^2f @x_i@x_j =

@^2f @x_j@x_i , ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄŒÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ-

ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

H ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÅÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ 0; ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (Hx; x)=2 | ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ 0.