íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 5

ðÕÓÔØ A ∈ Sym(R^n). þÉÓÌÏ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_˘ ⊂ R^n, ÞÔÏ Ax = ˘x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V_˘. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V_˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘. ðÁÒÁ (p; q), ÇÄÅ p | ÓÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, Á q | ÓÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ A.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : R^n → R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A ∈ Sym(R^n) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÕÌÅŒÙÈ É ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ q_A : Sym(R^n) → Sym(R^n), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ q_AX^{def}= AX + XA, ÏÂÒÁÔÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ (ÔÁ- ËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ): A = diag(˘_1; : : : ; ˘_n). ðÕÓÔØ AX + XA = 0, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÕ (x_{ij}). ôÏÇÄÁ ∀i; j (˘_i + ˘_j )x_{ij} = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ (˘_i + ˘_j) ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ∀i; j x_{ij} = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ q_A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 2. ðÕÓÔØ A ∈ Sym(R^n), (p; q) | ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÁ A. ôÏÇÄÁ Rk A = p + q.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 3. ðÕÓÔØ A ∈ Sym(R^n), X : R^n → R^n | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p; q) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É X^∗AX ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X, ÞÔÏ B = X^∗AX ÉÍÅÅÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ R^n ÍÁÔÒÉÃÕ (b_{ij}), ÇÄÅ b_{ii} = 1 ÐÒÉ i = 1; : : :; p, b_{ii} = −1 ÐÒÉ i = p + 1: : : :; p + q, É b_{ij} = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ i; j.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄŒÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R^n → R ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÅÓÓÅ Œ ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ H[f](a)^{def}=

(_{@2f}

@x_i@x_j (a) ) . ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, a ∈ M ; f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ. ôÏÞËÁ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ f^′(a) = 0 (ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_a → R). ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÙ U ∋ a ÍÁÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ H[f_U ](s^{−1}_U (a)) (ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ f_U = s_U ∘ f Œ ÔÏÞËÅ s^{−1}_U (a)) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ a | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R. óÉÇ- ÎÁÔÕÒÁ ÍÁÔÒÉÃÙ çÅÓÓÅ H[f_U ](s^{−1}_U (a)) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ s_U .

éÚ ÌÅÍÍÙ 2 É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 5

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = R^m. ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ, s_U (0) = 0; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ çÅÓÓÅ ÆÕÎËÃÉÊ f É f_U Œ ÔÏÞËÅ 0 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, f^′_U (x) = f^′(s_U (x)) ∘ s^′_U (x), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f^′(0) = 0, ÞÔÏ f^{′′}_U (0) = (s^′_U )^∗(0) ∘ f^{′′}(0)s^′_U (0) | ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ). ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, a ∈ M | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ, É f(a) = 0. ôÏÇÄÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÞÔÏ f_U (x_1; : : : ; x_n) = x^2_1 + : : : x^2_p − x^2_{p+1} − · · · − x^2_n, ÇÄÅ (p; n − p) | ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÆÕÎËÃÉÉ f.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : R^n → R | | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄŒÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(0) = 0, f^′(0) = 0 É ÍÁÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ H = H[f](0) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ R^n ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÁËÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ D : U → U , ÞÔÏ f(D(x)) = (Hx; x)=2 É D^′(0) = I (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ, ÏÂÒÁÔÉ- ÍÏÅ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÌÅÍÍÅ íÏÒÓÁ Œ ÓÉÌÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1. íÁÔÒÉÃÁ H ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ. ðÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ f(x) = (A(x)x; x), ÇÄÅ A(0) = H=2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R^n × Sym(R^n) → Sym(R^n) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ F (x; B) = BA(Bx)B − A(0). îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ F^′(0; I) = q_H (ÇÄÅ q | ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅ- ÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ x → B(x) ∈ Sym(R^n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ B(0) = I É f(B(x)x) = (A(B(x)x)B(x)x; B(x)x) = (B(x)A(B(x)x)B(x)x; x) = (B(0)A(0)B(0)x; x) = (Hx; x)=2 | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ D(x)^{def}= B(x)x.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ H ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ R^m = R^k ⊕ R^l, ÇÄÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, Á R^l | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C : R^k ⊕ R^l → R^k ⊕ R^l, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ C(u; v) = (M u; v), ÇÄÅ M ¿ 0 | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f_C = f ∘ C ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ íÏÒÓÁ, Á ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ çÅÓÓÅ H(f_C )(0) = CH(f)(0)C ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ ~D | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f_C ; ÐÏÌÏÖÉÍ D = ~D ∘ C^{−1}.