íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 7

ðÕÓÔØ a ∈ R^n, p ∈ R^n_+; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ˝(a; p) = {x ∈ R^n | a_i ≤ x_i ≤ a_i + p_i} (ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ); ÍÅÒÏÊ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝(a; p) ÎÁÚÏŒÅÍ ÞÉÓÌÏ meas ˝(a; p)^{def}=

∏_n i=1 p_i; ÒÁÚÍÅÒÏÍ | ÞÉÓÌÏ ‖p‖, ÇÄÅ ‖·‖ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ U É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ”.

òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x^{(i)}_k , ÇÄÅ i = 1; : : : ; n, k ∈ Z, É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c; C ¿ 0, ÞÔÏ c ≤ x^{(i)}_{k+1} − x^{(i)}_k ¡ C ÄÌÑ ŒÓÅÈ k É i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ R^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z^n: ˝_‘ = ˝((x^{(1)}_{‘1} ; : : : x^{(n)}_{‘n} ); (x^{(1)}_{‘1+1} − x^{(1)}_{‘1} ; : : : x^{(n)}_{‘n+1} − x^{(n)}_{‘n} )); ÜÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ R^n. íÅÌ- ËÏÓÔØ ¯(ø ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø | ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ I ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (ø; ¸), ÇÄÅ ø | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ R^n, Á ¸ = {¸_‘ ∈ ˝_‘; ‘ ∈ Z^n} | ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË, ÐÏ ÏÄÎÏÊ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ. åÝÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ∞. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ I ÄÉÓËÒÅÔÎÁ ÎÁ I \ {∞}, Á ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∞ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R_” = {∞} ∪ {(ø; ¸) | ¯(ø ) ¡ ”}.

ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ; (ø; ¸) ∈ I. óÕÍÍÏÊ òÉÍÁÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ R(f; ø; ¸) = ∑ ‘∈Z^n f(¸‘) meas ˝‘ (ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÍÐÁËÔÅÎ); ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ |

ÐÒÅÄÅÌ

∫_n Rf(x) dx^{def}= lim_{(ø;¸)→∞} R(f; ø; ¸).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ R^n ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫_n Rf(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ): ÐÒÏŒÅ- ÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R(f; ·; ·) : I → R, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ ∞ ∈ I. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÏÍÐÁËÔÅÎ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝ ÒÁÚÍÅÒÁ S (ÍÅÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ S^n). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖x − y‖ ¡ ffi, ÔÏ |f(x) − f(y)| ¡ ”=(2S^n). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ø_1; ø_2 | ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅÊ ffi. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ø , ÂÅÒÑ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, ŒÏÛÅÄÛÉÈ Œ ø_1 É ø_2. ôÏÇÄÁ |R(f; ø; ¸) − R(f; ø_i; ¸_i)| ¡ ”=2 (ÚÄÅÓØ i = 1; 2) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |R(f; ø_1; ¸_1) − R(f; ø_2; ¸_2)| ¡ ” | ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, É ÐÕÓÔØ f : @U → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ F : U → R, ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F |_{@U} = f.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ U | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ; m ∈ U . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÐÕÓÔØ a(x) ∈ @U | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ mx Ó @U . ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ F (x) = f(a(x)) |x − m| = |a(x) − m|.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ. ðÏÄÒÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÁÒÁÌÌÅ- ÌÅÐÉÐÅÄÙ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÔÅ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ @U | ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÎÕÔÒØ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎËÃÉÑ f : R^n → R, ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ |f(x)| ≤ C ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R^n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ” ¿ 0, É ÐÕÓÔØ U_” | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Ó ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ, ÍÅÎØÛÅÊ ”, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f_” ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = f_”(x) ÐÒÉ x =∈ U_”, É |f_”(x)| ≤ C. ðÏÓËÏÌØËÕ |R(f; ø; ¸) − R(f_”; ø; ¸)| ≤ C”, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ø; ¸) → R(f; ø; ¸) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ Œ ÔÏÞËÅ ∞ ∈ I.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : R^n×R → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ∫ R^n×Rf(x; y) dxdy = ∫ R (∫ R^n f(x; y) dx ) dy. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ R_x(f; ø; ¸) → ∫ R^n f(x; y) dx ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ y. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ø1; ø2 |

ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ R^n. åÓÌÉ ffi ¿ 0 ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¯(ø_1); ¯(ø_1) ¡ ffi ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |R(f; ø_1; ¸_1) − R(f; ø_2; ¸_2)| ¡ 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 7

”, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ø^{(y)}_1 ; ø^{(y)}_2 ; ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n × {y} Ó ÍÅÌ- ËÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅÊ ffi É Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ y. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ø^{(y)}; ¸^{(y)} → R(f; ø^{(y)}; ¸^{(y)} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, G : R^n → R^n | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ G^′(x) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ôÏÇÄÁ ∫ R^n f(x) dx = ∫ R^n f(x) |det G

′(x)| dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅËÃÉÀ.