œëí îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 9

Abstract. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÙ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÏÂ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Ï ŒÌÏÖÅÎÉÉ É Ï ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

çÌÁÄËÉÍ m-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ, Ô.Å. ÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË {(U_ff; V_ff; s_ff)}, ÇÄÅ U_ff ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ, V_ff ⊂ R^m | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É s_ff : V_ff → U_ff | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ). ðÒÉ ÜÔ ÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: 1. ⋃ ff U_ff = M .

2. ðÕÓÔØ U_{fffi}^{def}= U_ff ∩ U_fi, É V_{fffi} = s^{−1}_ff (U_{fffi}) ⊂ V_ff, V_{fiff} = s^{−1}_fi (U_{fffi} ) ⊂ V_fi . ôÏ- ÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ø_{fffi} = s^{−1}_fi ∘ s_ff : V_{fffi} → V_{fiff} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.

óÌÏŒÏ \ÇÌÁÄËÉÊ" Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ \ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒ". åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ \ÇÌÁÄËÉÊ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ n ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ", ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^n.

áÔÌÁÓ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ M ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÎÅÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ s_ff(W ), ÇÄÅ W ⊂ V_ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_ff ⊂ M ÏÔ- ËÒÙÔÙ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØÀ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^m.

3. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÁÔÌÁÓÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉ- ÍÙÍ | Õ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉ- ÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ 1. œ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 3 ÂÙÌ ÂÙ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (R Ó ÕÄŒÏÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ 0): M = R\ {0} ∪ {0^′; 0^{′′}}. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÒÔ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ U_1 = M \ {0^′} É U_2 = M \ {0^{′′}}. ðÒÉ ÜÔÏÍ V_1 = V_2 = R; ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ s_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 0 ∈ R Œ 0^{′′} ∈ M , Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | Œ ÓÅÂÑ; s_2 | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. úÄÅÓØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 1 É 2, ÎÏ ÔÏÞËÉ 0^′ É 0^{′′} ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ï ËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÁÔÌÁÓÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÐÑÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÔÌÁÓÏÍ (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ËÁÒÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ Ë ËÁÒÔÁÍ ÄÒÕÇÏÇÏ | ÇÌÁÄËÉÅ). íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ

4. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÔÌÁÓÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÔÌÁÓ A_1, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÒÔ.

áÔÌÁÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ det ø^′_{fffi}(x) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V_{fffi}. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÎ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÕÅÍÙÊ ÁÔÌÁÓ, É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÁÔÌÁÓ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. 1

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m É n) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M , ËÁÒÔÙ U ∋ a É ËÁÒÔÙ V ∋ f(a) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_{UV}^{def}= s^{−1}_V ∘ f ∘ s_U : R^m → R^n | ÇÌÁÄËÏÅ. (f_{UV} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ U; V .) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÅ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁ- ËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ´ : N → M | ÇÌÁÄËÏÅ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁ N ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÁ N ËÁË ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M . îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : N → M Œ ÔÏÞËÅ a ∈ N ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′_{UV} (a) ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÒÁÎÇ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ U; V ). ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^m ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÁÔÌÁÓÏÍ ÉÚ 1 ËÁÒÔÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÊ) | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÎ ÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÒÉÞÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^N, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÁË N -ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ôÏÒ T^n = R^n=Z^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ R^n ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ V_a ÎÁ ŒÅËÔÏÒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Ó V_a ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U_a ⊂ T^n ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_a ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, É s_a : U_a → V_a | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ {(V_a; U_a; s_a} | ÁÔÌÁÓ.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÒ T^2 É Œ ÎÅÍ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÏÂ- ÍÏÔËÕ m_ff| ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÑÍÏÊ ‘_ff^{def}= {(x; y) | y = ffx}, ÇÄÅ ff =∈ Q. íÎÏÖÅÓÔŒÏ m_ff ⊂ T^2 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ (m_ff; ‘_ff; ß), ÇÄÅ ß | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ m_ff ,→ T^2 | ÇÌÁÄËÏÅ. ïÄÎÁËÏ m_ff ⊂ T^2 | ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ: Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : M → N ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′_{UV} (a) : R^m → R^n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ m ≠ n. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ \ŒÉÄÎÁ" ÕÖÅ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ:

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÁÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ X ÄŒÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ Œ R^2 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÉ- ËÁËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ Œ R, ÐÏÜÔÏÍÕ X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. íÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ (0; 0) ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÁ, ÎÏ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 4 ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ | ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÏÂÌÁÄÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{2m+1}, ÅÍÕ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÐÒÑÍÙÈ) Œ R^{n+1}, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^{n+1}, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ: RP^n == (R^{n+1} \ {0})=(w ∼ ˘w; ∀w ∀˘ ≠ 0). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ w ∈ RP^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ [w_0 : · · · : w_n], ÎÅ ÒÁŒÎÙÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U_i = {w ∈ RP^n | w_i ≠ 0}. ðÏÌÏ- ÖÉÍ V_i = R^n, É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ s_i([w_0 : · · · : w_n]) = (w_0=w_i; : : : ; w_n=w_i) (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, w_i=w_i ÐÒÏÐÕÝÅÎÏ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎ ÁÔÌÁÓ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ j ¡ i) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ø_{ij}(x_1; : : :; x_n) = (x_1=x_{j+1}; : : : ; x_j=x_{j+1}; x_{j+2}=x_{j+1}; : : : ; x_i=x_{j+1}; 1=x_{j+1}; x_{i+1}=x_{j+1}; : : : ; x_n=x_{j+1}) | ÇÌÁÄËÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S^{n def}= {(x_0; : : :; x_n) ∈ R^{n+1} | x^2_0 + · · · + x^2_n = 1}. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ S^n ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R_a, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÓÅÂÅ. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ U_a ⊂ RP^n | ÏÂÒÁÚ R_a ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ S^n ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V_a ÂÙÌÉ ËÁÒÔÁÍÉ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÍÉ s_a É ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ V_a ⊂ R^n. îÁÂÏÒ {(U_a; V_a; ß ∘ s_a)}, ÇÄÅ ß : S^n → RP^n | ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÔÌÁÓÏÍ ÎÁ RP^n. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 7, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ (ÞÔÏ ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : S^n → RP^n ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^n ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ (ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÆÅÒÙ S^n ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, É ÏÂÒÁÝÁÅÔ, ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ RP^n ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.)

ðÒÉÍÅÒ 9. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ G(n; k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ R^n (ÔÁË, RP^n ÜÔÏ G(n + 1; 1)). çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n − k). ëÁÒÔÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ I = {i_1; : : : ; i_k} ⊂ {1; : : : ; n}. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ I ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A_I ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ R^n, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i_1; : : : ; i_k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P_I ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÅ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i_1; : : : ; i_k ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ | Œ ÎÕÌØ. ëÁÒÔÁ U_I ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ B ∈ G(n; k), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_I : B → A_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. ðÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÚÁÃÉÑ s_I ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅ W = (w^j_i ), ÇÄÅ i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n − k ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_k Ó ÔÁËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ: v^{is}_s = 1, v^{it}_s = 0 ÐÒÉ t ≠ s; ÅÓÌÉ ÖÅ j =∈ I É ÑŒÌÑÅÔÓÑ q-Í ÐÏ ÓÞÅÔÕ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ I, ÔÏ v^j_s = w^q_s. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_I ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÂÁÚÉÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ (Ô.Å. ÂÁÚÉÓ, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_I ), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_I ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁÄË ÉÅ. ëÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G(n; k) ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÜÔÏÍÕ ÐÏËÒÙÔÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÊ Œ R^N.