íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 2

1. ðÕÓÔØ P (z) = a_nz^n + a_{n−1}z^{n−1} + : : : + a_0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P : C → C . åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ C Ó R^2, ÔÏ ËÁË ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P Œ ÔÏÞËÅ z ∈ C É ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (ÑËÏÂÉÁÎ) ÞÅÒÅÚ P^′(z)? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÞÎÉÔÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.] 2. ðÕÓÔØ f : R^n → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

f(tx_1; : : :; tx_n) = t^k f(x_1; : : :x_n);

ÇÄÅ n ∈ N (ĂÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ_n ∑ i=1 x_i @f @x_i

= k · f

(ĂÔÏÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁĄ).

3. ðÕÓÔØ f : R^3 → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞ- ËÅ p = (a; b; c) ∈ R^3 ÉÍÅÅÍ f(p) = 0, ÎÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ p Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, x Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ x = X(y; z), y Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ b ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y = Y (x; z), Á z Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ c | ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ z = Z(x; y). œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ @X @y · @Y @z · @Z @x ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p.

4. ðÕÓÔØ f : R^3 → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÏÞËÅ p = (a; b; c) ∈ R^3 ÉÍÅÅÍ f(p) = 0, ÎÏ f_x(p) ≠ 0. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, x Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ y É z. œÙÒÁÚÉÔÅ @^2x=@z^2 Œ ÔÏÞËÅ (b; c) ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p.

5. ðÒÉ ËÁËÉÈ x; y; z; t ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

x^2 + y^2 + z^2 + t^2 = 1; x^5 + y^5 + z^5 + t^5 = 1

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ x É y ËÁË ÎÅÑŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z É t? ðÒÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ x; y; z; t ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ @x=@t.

6. f : R → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É C ⊂ R^2 | ÅÅ ÇÒÁÆÉË. ðÏÌÏÖÉÍ

X = {(k; b) ∈ R^2 | ÐÒÑÍÁÑ y = kx + b | ËÁcÁÔÅÌØÎÁÑ Ë C.} ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (k; b) ∈ X ÚÁÄÁÅÔ k ËÁË ÎÅÑŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ b (ŒÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k É b). œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ dk=db ÞÅÒÅÚ x É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f.

7. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^n + a_{n−1}x^{n−1} + ::: + a_0 = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÑŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x = ˘(a_0; :::; a_{n−1}) (ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÔŒÅÔ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ)? îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R^6 ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ 2 × 3-ÍÁÔÒÉÃ. ðÕÓÔØ X ⊂ R^6 | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4.

9*. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R^{mn} ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ m × n-ÍÁÔÒÉÃ. ðÕÓÔØ X ⊂ R^{mn} | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ r. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ËÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ?). 10. ðÕÓÔØ f : C^n → C | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ f(z) = 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ df=dz_i(z) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ f(z) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ f(z) = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ 2n − 2 Œ C^n = R^{2n}.