íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 3

1. ðÕÓÔØ C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´: C → C, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f → f_{xx}+f_{yy} , É, ÄÌÑ ` ∈ R, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_` : C → C, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f → f ∘ R_`, ÇÄÅ R_` | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ` ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ ∘ F_` = F_` ∘ ´.

2. æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ-ĂÕÇÏÌËÅĄ, ÉÚÏÂÒÁ- ÖÅÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ.

O

A B

C D E ôÏÞËÉ O, A, B, C, D É E ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (0; 0), (0; 3), (1; 3), (1; 1), (3; 1) É (3; 0) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f_x É f_y ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |f(A) − f(E)| ⩽ 4:5. 3. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ F ⊂ R^3 ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^2 + y^2 − z^3 = 1:

œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÓŒÏÅÊ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ?

4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^2 + 4y^2 − z^3 = 1:

5. ðÕÓÔØ C ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ (Ô. Å. ÇÌÁÄËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ). ôÏÞËÁ p ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ, ÅÓÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÍÅÅÔ ËÁÓÁÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ‖r − P r‖ = o(‖r − p‖^2) ÐÒÉ r ∈ C, r → p, ÇÄÅ P | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ L). ðÕÓÔØ ËÒÉŒÁÑ C ⊂ R^2 ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0 (ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ). œÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂÔÏÞËÁ (x; y) ∈ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁĄ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ F .

6. ëÒÉŒÁÑ Œ R^3 ÚÁÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ x = f_1(t), y = f_2(t), z = f_3(t) (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ f_i ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎ- ÎÏ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: R^2 → R^3 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(t; u) → (f_1(t) + uf^′_1(t); f_2(t) + uf^′_2(t); f_3(t) + uf^′_3(t)):

ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘ (ÖÅÌÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÙÌÏ, ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍĄ | ÎÅ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌ).

7. ðÕÓÔØ SL_n ⊂ Mat_n(R) = R^{n2} | ĂÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁĄ (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÅÄÉÎÉÃÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SL_n ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ Mat_n(R) (ËÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ?) É ÎÁÊ- ÄÉÔÅ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ I (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). 8. ðÕÓÔØ SO_n ⊂ Mat_n(R) = R^{n2} | ĂÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁĄ (Ô. Å. ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ X, ÞÔÏ^tXX = I). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ Mat_n(R) (ËÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ?) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ I (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ). 9. ðÕÓÔØ

S^n = {(x_0; x_1; : : :x_n) ∈ R^{n+1} | x^2_0 + : : : + x^2_n = 1}

(n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S^n → R^{(n+1)(n+2)=2} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

(x_0; x_1; : : :x_n) → (x^2_0; : : :; x^2_n; x_0x_1; x_0x_2; : : :; x_{n−1}x_n)

(Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ŒÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (S^n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ R^{(n+1)(n+2)=2}, ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÙÍ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.