ìÅËÃÉÑ 1. çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ) | ÏÞÅÎØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ, ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÊ É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÂÛÉÒÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ; ŒÍÅÓÔÉÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÙÊ ËÕÒÓ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÄÅÓÑÔØ ÌÅËÃÉÊ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÖÅ Œ îíõ. óÌÕÛÁÔÅÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ŒÅÝÉ ÂÕÄÕÔ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙ ÌÉÛØ ŒÓËÏÌØÚØ, Á ÔÏ É ŒÏŒÓÅ ÏÂÏÊÄÅÎÙ ÍÏÌÞÁÎÉÅÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ŒÙ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔ ËÕÒÓÁ ÐÏÌØÚÕ É ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÅ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌÉ ÕÖÅ ÏÔÞÁÓÔÉ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ e^z = ∑_∞ n=0 z^n

n! , Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (sin z = (e^{iz} − e^{−iz} )=2i, cos z = (e^{iz} + e^{−iz} )=2) É Ó ĂÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ üÊÌÅÒÁĄ e^{iz} = cos z + i sin z. âÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÚÎÁ- ËÏÍÓÔŒÏ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÕÒÓÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ): ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ É Ô. Ð.

ôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÉÚÕÞÁÅÔ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ. ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË 2n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{2n}. éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ, ÄÁÄÉÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ U ⊂ C^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎË- ÃÉÑ f : U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓ- ÓÕ C^1 ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U ⊂ R^{2n} Œ R^2 É ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ (Df)_x : C^n → C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ C (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ R).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÓÑËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞ (É ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ).

œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ n = 1, Á Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÏÌØËÕ-ÐÏÓËÏÌØËÕ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ.

éÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ŒÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∑ i_1¡i_2 ¡···¡i_m

f_{i1;i2 ;:::;im} dx_{i1} ∧ dx_{i2} ∧ : : : dx_{im} (1.1)

É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ f_{i1 ;i2;:::;im} | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1 Ó

ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓ C^1). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÏÔÄÅÌÑÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ), ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÙÞÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ŒËÌÀÞÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÅÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Œ U ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÞÅÒÅÚ z = x + iy, ÔÏ ÎÁ U ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ dz = dx + idy É dz = dx − idy.

éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅĄ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f_{i1 ;i2;:::;im} Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (1.1) ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÉÍÉ; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ (ÂÕÄØ ÔÏ ÐÏ ÃÅÐÉ ÉÌÉ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ) É ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ; ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ŒÏÚÍÏÖÎÏ).

éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f : U → C | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) æÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

(2) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{h→0} f(z + h) − f(z) h (ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(z) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ z).

(3) åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ u(z) = Re f(z), v(z) = Im f(z), ÔÏ ÎÁ U ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ @u @x = @v @y ; @u @y = − @v @x (ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁĄ).

(3^′) îÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ @f=@x + i@f=@y = 0.

(4) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ df = ’dz, ÇÄÅ ’: U → C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U.

(5) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ fdz ÚÁÍËÎÕÔÁ ÎÁ U.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (4) ÓÏŒÐÁÄÁ- ÅÔ Ó f^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1) ⇔ (2): ÕÓÌÏŒÉÅ (2), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏ- ÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ z ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ˘ ∈ C , ÞÔÏ f(z + h) = f(z) + ˘h + o(|h|), Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏ- ÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ (Df)_z : C → C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ˘, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ C -ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ C Œ C .

(1) ⇔ (3): ÕÓÌÏŒÉÅ (3) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ (1).

(3) ⇔ (3^′): ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

(3^′) ⇔ (4): ÔÁË ËÁË dx = (1=2)(dz + dz), dy = (1=2i)(dz − dz), ÉÍÅÅÍ

df = @f @x dx + @f @y dy = 1 2 @f @x (dz + dz) + 1 2i @f @y (dz − dz) = = 1 2 ( @f @x − i @f @y ) dz + 1 2 (@f @x + i @f @y ) dz: ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ dz É dz ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ (ÎÁÄ C ) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ U, ÕÓÌÏŒÉÅ (4) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ @f=@x + i@f=@y = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÀ (3^′).

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑĄ) (1=2)(@f=@x − i@f=@y) É (1=2)(@f=@x + i@f=@y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ @=@z É @=@z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁ- ÃÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÁÚÉÓ, ÄÕÁÌØÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ ⟨dz; dz⟩ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ); ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

df = @f @z dz + @f @z dz; (1.2)

Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÏÛÉ{òÉÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÆÏÒÍÅ @f=@z = 0.

(3^′) ⇔ (5): ÉÍÅÅÍ

d(fdz) = df ∧ dz = (@f @z dz + @f @z dz ) ∧ dz = @f @z dz ∧ dz = 2i @f @z dx ∧ dy;

ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ df = f^′dz ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ f. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, f^′ = @f=@x, ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ @f=@x = −i@f=@y,

f^′dz = @f @x dz = 1 2 (@f @x − i @f @y ) dz = @f @z dz; É ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3^′) É ÆÏÒÍÕÌÙ (1.2).

éÚ ÐÕÎËÔÁ (4) ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C É fl | ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ Œ U, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a É b (ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: fl | ËÕÓÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ 1-ÃÅÐØ, ÐÒÉÞÅÍ @fl = b − a). ôÏÇÄÁ ∫ fl f^′(z)dz = f(b) − f(a).

åÓÌÉ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ fl f(z)dz ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ËÒÉŒÏÊ fl.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ [p; q] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË É fl : [p; q] → U | ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÉÄÁ fl(t) = x(t)+iy(t), ÇÄÅ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → C ÉÍÅÅÍ | | | ∫ fl f(z)dz | | | ⩽ ∫ [p;q]

|f(x(t) + iy(t))| √ x^′(t)^2 + y^′(t)^2dt ⩽ M · L(fl);

ÇÄÅ M = sup_{z∈fl} |f(z)| É L(fl) | ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fl^∗dz = (x^′(t) + iy^′(t))dt.

ðÒÉÍÅÒÙ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. éÚ ÐÕÎËÔÁ (2) ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ŒÓÅÍ C , ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ; ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. æÕÎËÃÉÑ z → e^z ÔÁËÖÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÕÎË- ÔÁ (2) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3, ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÒÎÁ ÐÒÉŒÙÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (e^z)^′ = e^z (ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ); ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁ ŒÓÅÍ C , É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÐÒÉŒÙÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. âÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÄŒÕÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÕÄÕÔ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ | ÔÁÍ, ÇÄÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ) É ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C . åÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ U ÉÍÅÅÍ f^′(a) ≠ 0, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ∋ a, ÞÔÏ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ ÎÁ U^′, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(U^′) ÏÔËÒÙÔÏ Œ C É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^{−1} : U^′ → U ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′, ŒÚÁ- ÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ f ÎÁ U^′ É ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ f(U^′) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ

ĂÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f : U → C = R^2 | ÇÌÁÄËÁÑ (ËÌÁÓÓÁ C^1) ÆÕÎËÃÉÑ, ÑËÏÂÉÁÎ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ f^{−1} ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ R-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ C -ÌÉÎÅÅÎ É ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÖÅ C -ÌÉÎÅÅÎ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ z → e^z É z → z^n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ C ÎÁÄ C \ {0} É C \ {0} ÎÁÄ C \ {0} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C \ {0} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë e^z É z^n (n ∈ N). ôÁË ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ z → e^z ÏÔ- ÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÀÄÕ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ z → z^n ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ŒÓÀÄÕ ÎÁ C \ {0}, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ. æÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë e^z É z^n, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ln z É^n √ z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉ- ÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ŒÉÄÁ 2ßin, ÇÄÅ n ∈ Z(Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ) ÉÌÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ e^{2ßik=n}, ÇÄÅ n ∈ ZÉ 0 ⩽ k ¡ n (Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÎÑ); ŒÙÂÒÁÔØ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÎÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑĄ, ÇÏÄÎÏÅ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÖÅ ÐÒÉÇÏÄÎÏÅ ÎÁ ŒÓÅÍ C \ {0} ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ëÏÇÄÁ ŒÙÂÒÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ (ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ) ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ë ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ ÉÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ Ï ŒÙÂÏÒÅ ĂŒÅÔŒÉĄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÉÌÉ ËÏÒÎÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØÀ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ D ⊂ C , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ Œ C = R^2; ËÒÁÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ @D; ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÒÁÀ (ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÏÓÔØ D) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ int D. œÓÀÄÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ŒÓÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ dx ∧ dy ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÎÏ ÍÅÎÅÅ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ: ÂÁÚÉÓ C ÎÁÄ R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1 É i, ŒÚÑÔÙÈ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÐÏ- ÒÑÄËÅ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒŒÁÎ); ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó ÇÌÁÄ- ËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÒÉ- ÅÎÔÁÃÉÅÊ, Á ÇÒÁÎÉÃÁ | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÄÅÔ ÐÅÒŒÙÍ, Á ŒÅËÔÏÒ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ŒÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ, | ŒÔÏÒÙÍ, ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ). åÓÌÉ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄ- ËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D, ÔÏ ∫ @D fdz = 0.

åÓÌÉ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É œ | ÇÌÁÄËÁÑ 2-ÃÅÐØ Œ U, ÔÏ ∫ @œ fdz = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ É ÐÕÎËÔÁ (5) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.8. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ÐÏÄÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÕÓÉÌÅÎÉÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ int D É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ D; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ D ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ, ÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÁÑ ÉÌÉ ÄÁ- ÖÅ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ĂÓÐÒÑÍÌÑÅÍÁÑĄ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ; Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÍ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÎÏ, ÓÌÕÛÁÔÅÌÉ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÓÍÏÇÕÔ ŒÎÅÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.