ìÅËÃÉÑ 2. œÏËÒÕÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ

œÓÅ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ; ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏ- ÄÏÛÌÉ Ë ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÏÛÉ). ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(a) = 1 2ßi ∫ @D f(z)dz z − a

: (2.1)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.2. õÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.8). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ” ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÄÉÓË D_” = { z ∈ C | |z − a| ⩽ ” } ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ D. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ D \ int(D_”) É ÆÕÎËÃÉÉ z → f(z)=(z − a), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ 1 2ßi ∫ @D f(z)dz z − a = 1 2ßi ∫ @D_”

f(z)dz z − a ; ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(a) = 1 2ßi ∫ @D_”

f(z)dz z − a

: (2.2)

ðÏÌÏÖÉÍ f(a) = c É ÚÁÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f Œ ŒÉÄÅ f(z) = c + g(z), ÇÄÅ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É g(a) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (2.2) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ 1 2ßi ∫ @D_”

c dz z − a + 1 2ßi ∫ @D_”

g(z)dz z − a

; (2.3)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁŒÎÏ c, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÎÕÌÀ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ. äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÉÓËÁ D_” ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ z = a + ” · e^{2ßit}, ÇÄÅ t ∈ [0; 1] (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ); ÔÏÇÄÁ dz = 2ßi”e^{2ßit}dt, É ÉÍÅÅÍ ∫ @D_”

c dz z − a = ∫_1 0 2ßic dt = 2ßic;

ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ. œÔÏ- ÒÏÊ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ (2.3) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5: | | | ∫ @D_”

g(z)dz z − a | | | ⩽ M(”) ” · 2ß” = 2ßM(”); (2.4)

ÇÄÅ M(”) = sup_{|z−a|=”} |g(z)|. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ (2.4) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ”; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(a) = 0, ÉÍÅÅÍ lim_{”→0} M(”) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏ ÓÄŒÉÇÏÍ ËÏÎÔÕÒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ŒÅÓØÍÁ ÔÉÐÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D. ôÏÇÄÁ f ÉÍÅÅÔ ŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÏÓÔÉ D ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; ÜÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ É ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f^{(n)}(a) = n! 2ßi ∫ @D f(z)dz (z − a)^{n+1}

: (2.5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÁ (2.5) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ (2.1) ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ n-ËÒÁÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ a ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÎÏ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ a ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.5) ÐÒÉ ÌÀ- ÂÏÍ n ⩾ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ˘(z; a) = f(z)=(z − a)^{n+1}; ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ĂÒÁÚÎÏÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅĄ (˘(z; a + h) − ˘(z; a))=h ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ∈ @D ÐÒÉ h → 0, Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 2.4. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ( 1 (z − a − h)^{n+1} − 1 (z − a)^{n+1} )/ h (2.6)

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë (n + 1)=(z − a)^{n+2} ÐÒÉ h → 0 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z ∈ @D.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÒÉŒÏÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (2.6) ÒÁŒÎÏ

n + 1 (z − a)(z − a − h)^{n+1} + h(z; h) (z − a)^{n+1}(z − a − h)^{n+1}

; (2.7)

ÇÄÅ |(z; h)| ⩽ C max(|h|; sup_{z∈@D} |z − a|)^n (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n). úÎÁÞÉÔ, ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ (2.7) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÔÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÔÇÒÁÎÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ z ∈ @D), Á ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁ- ÅÍÏÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë (n + 1)=(z − a)^{n+2}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ f | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C , ÔÏ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6 (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). åÓÌÉ D ⊂ C | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f : @D → C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’: int D → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’(a) = 1 2ßi ∫ @D f(z)dz z − a

(ĂÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÉÐÁ ëÏÛÉĄ), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ n-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’^{(n)}(a) = n! 2ßi ∫ @D f(z)dz (z − a)^{n+1} : äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3 ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ÎÁ @D, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.7. ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ f ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó f.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÅÚËÏ ËÏÎÔÒÁÓÔÉÒÕÅÔ (Œ ÌÕÞÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ ∑_∞ n=1 f_n | ÒÑÄ ÉÚ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊ- ÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ f(z)) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, É ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(z) = ∑_∞ n=1 f^′_n(z), ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É Ï ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ f^′(z) = ∑_∞ n=1 f^′_n(z) ÉÍÅÀÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÉÈ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ z, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÇÏ ÄÉÓËÁ D ⊂ U. éÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 f_n ÎÁ D É ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ ËÏ ŒÓÅÍ f_n, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f(a) = 1 2ßi ∑ n ∫ @D f_n(z)dz z − a = 1 2ßi ∫ @D (∑ n f_n(z) ) dz z − a = 1 2ßi ∫ @D f(z)dz z − a

ÐÒÉ a ∈ int D. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, É ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ int D ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f^′(a) = 1 2ßi ∫ @D (∑ n f_n(z) ) dz (z − a)^2 = 1 2ßi ∑ n ∫ @D f_n(z)dz (z − a)^2 = ∑ n f^′_n(a) (2.8)

(ÍÙ ÏÐÑÔØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÎÁ D). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, | ÜÔÏ ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n f^′_n(z)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U; ÔÁË ËÁË K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÉÓËÏŒ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ ÄÉÓËÏÍ. œÌÏÖÉÍ K Œ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ D ⊂ U É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.8) Ë ÄÉÓËÕ D; ÔÁË ËÁË ÐÒÉ a ∈ K ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ (z − a)^2 Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.8) ÂÕÄÕÔ ÏÔÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏ a ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÉÚ (2.8) ÎÁ K ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.5 ÕÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ŒŒÅÄÅÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ f : U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a =∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË ´ = { z ∈ C | |z − a| ¡ r } ⊂ U, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(z) = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n; (2.9)

ÇÄÅ ÒÑÄ (2.9) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ´ (É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ z ∈ D).

ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ (É ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ), ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔ- ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (2.9) ÎÁ ´ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Œ ´, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8 ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÒÑÄÁ (2.9). úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.10. œÓÑËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U ⊂ C , É ÐÕÓÔØ a ∈ U. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ U, É ÐÕÓÔØ ´ | ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÍ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´,

f(z) = 1 2ßi ∫ @D f(ı)dı ı − z

: (2.10)

äÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´ É ı ∈ @DÄÏÒÏÂØ 1=(ı − z) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 1 ı − z = 1 ı − a · 1 1 −^{z−a}_{ı−a} = ∞∑ n=0 (z − a)^n (ı − a)^{n+1}

; (2.11)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ z É ı, É ÜÔÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f(ı). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ (2.11) Œ (2.10), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

f(z) = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n

ÐÒÉ z ∈ ´, ÇÄÅ

c_n = 1 2ßi ∫ @D f(ı)dı (ı − z)^{n+1}

; (2.12)

ÐÒÉÞÅÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.11. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÒÑÄ (2.9) ÐÏÞÌÅÎÎÏ n ÒÁÚ (ÞÔÏ ÚÁËÏÎ- ÎÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8) É ÐÏÌÁÇÁÑ z = a, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ c_n = f^{(n)}(a)=n! (ÏÂÙÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÏÒ- ÍÕÌÁ (2.12) ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.3.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.12. åÓÌÉ f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É a ∈ U, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n Œ ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (2.9) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ c_n, ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÙÈ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 2.11, ÉÌÉ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.12) É ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.13. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.12 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑĄ: ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C ÓŒÑÚÎÏ É ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : U → C ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U^′ ⊂ U, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÎÁ ŒÓÅÍ U. œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ ÎÁ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.14. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9 ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (Á ÔÁËÖÅ, ÐÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ĂÐÏÌÎÏÇÏ ÐÏÌÑĄ). ïÄÎÁËÏ ÎÁÄ R ÔÅÏÒÅÍÁ 2.10 ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏ ÎÅŒÅÒÎÁ: ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ Ó e^{−1=x2} ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^∞ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ (ÏÔÞÁÓÔÉ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÇÏ) ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ∫ @œ f dz = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ 2-ÃÅÐÉ œ Œ U. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÌÏËÁÌØÎÁ, ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ŒÙÐÕËÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÄÉÓËÏÍ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ z_0 ∈ U É ÐÏÌÏ- ÖÉÍ F (z) = ∫ fl f(z)dz, ÇÄÅ fl | ÔÁËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ 1-ÃÅÐØ, ÞÔÏ @fl = z − z_0; Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙ (É ŒÏ- ÏÂÝÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ), ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ F ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ U É ÞÔÏ F^′(z) = f(z): ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.5 ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ.

ðÕÓÔØ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, z ∈ U, É ÐÕÓÔØ f(z) = c; ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ h ∈ C ÉÍÅÅÍ

F (z + h) − F (z) = ∫ fl^′

f(z)dz = hf(z) + ∫ fl^′

(f(z) − c)dz;

ÇÄÅ fl^′ | ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ z É z + h. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.5 ÉÍÅÅÍ | | | ∫ fl^′

(f(z) − c)dz | | | ⩽ |h| · M(h); ÇÄÅ M(h) = sup_{z∈fl}′ |f(z) − c|. œŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÍ M(h) → 0 ÐÒÉ h → 0, ÔÁË ÞÔÏ

lim_{h→0}

F (z + h) − F (z) h = f(z);

ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.16. åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÌÁÄËÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ ËÌÁÓÓÁ C^1), ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÒÅÒÁ ÓÔÁÎÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ (ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ fdz ÚÁÍËÎÕÔÁ, É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔØ ÐÕÎËÔ (5) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.3). óÍÙÓÌ ÅÅ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÑÍ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ a priori ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÎÏÇÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ É ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÅÒÎÙ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5 É ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 2.8 (ÐÏÄ ĂÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉĄ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ), ÔÅÏÒÅÍÁ 2.10 (ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ)^1, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ 2.13.

1æÕÎËÃÉÑ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ i1;:::;in ⩾0

ci_1;:::;i_n (z1 − a1 )^{i1} : : : (zn − an)^{in} :