ìÅËÃÉÑ 3. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. îÕÌÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ É f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(a) = 0, ÇÄÅ a ∈ U, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ðÕÓÔØ k | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) f(a) = f^′(a) = · · · = f^{(k−1)}(a) = 0, ÎÏ f^{(k)}(a) ≠ 0.

(1^′) œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f = ∑ c_i(z − a)^i ÉÍÅÅÍ c_0 = · · · = c_{k−1} = 0, ÎÏ c_k ≠ 0.

(2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÑ g, ÞÔÏ g(a) ≠ 0 É ÎÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ f(z) = (z − a)^kg(z).

(3) œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′ ∋ a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÞÔÏ h(a) = 0, h^′(a) ≠ 0, É f(z) = h(z)^k ŒÓÀÄÕ ÎÁ U^′.

þÉÓÌÏ k, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÎÕÌÑ a ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ f(a) ≠ 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ a ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1) ⇔ (1^′): ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ c_n = f^{(n)}(a)=n! (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.11).

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ k, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (1^′): ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 2.12.

(1^′) ⇒ (2): ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÄÌÑ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(z) = c_k(z − a)^k + c_{k+1}(z − a)^{k+1} + : : : = (z − a)^k(c_k + c_{k+1}(z − a) + : : : );

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′ ∋ a. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g ÎÁ U^′ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(z) = ∑_∞ n=0 c_{k+n}(z −a)^n, Á ÎÁ U \{a} | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(z) = f(z)=(z −a)^k;

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ U^′ \ {a} ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ É ÞÔÏ g(a) = c_k ≠ 0, ÔÁË ÞÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.

(2) ⇒ (3): ÐÏÓËÏÌØËÕ g(a) ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ∋ a, ŒËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ; ÕÍÅÎØÛÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, U^′, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g(U^′) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ U^{′′} ⊂ C \ {0}. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÌÅËÃÉÉ 1, ÎÁ U^{′′} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ z →^k √ z (ĂŒÅÔŒØ ËÏÒÎÑ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉĄ), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÀ Œ ÓÔÅÐÅÎØ k; ÚÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ g (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ U^′) É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ U^′ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ z →^k √ g(z). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ h(z) = (z − a)^k √ g(z) ÄÌÑ z ∈ U^′. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ (h(z))^k = f(z) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h^′(z) ≠ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ z →^k √ g(z) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ g Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÁË É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÒÎÑ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÔÏÞËÅ g(a).

(3) ⇒ (1^′): ŒŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (1) ⇔ (1^′) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ b_1(z − a) + b_2(z − a)^2 + : : : , ÐÒÉÞÅÍ b_1 ≠ 0. œÏÚŒÏÄÑ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ k (ÞÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ ŒŒÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ) É ÐÒÉŒÏÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó b^k_1(z − a)^k , Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ (z − a)^k.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ a ∈ U | ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ U ⊂ C . ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÌÉÂÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a Õ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÎÕÌÅÊ, ËÒÏÍÅ a.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3 ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÇÏ. ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ (ÓËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f(z; w) = z), ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÎÕÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÕÄÎÅÅ), ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄ- ÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÉÚÏÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÂÅÝÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ĂÕÓÉÌÅÎ- ÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÓŒÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ É f; g : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. åÓÌÉ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ U, ÔÏ f(z) = g(z) ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h = f − g ÉÍÅÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ- ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ Œ U. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ h ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ŒŒÉÄÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ U, ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ É ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ h ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ U. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏ), Á ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.3: ÅÓÌÉ a | ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÉ h, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, É ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ôÅÐÒØ ÉÚÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, a ∈ U É f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U \ {a}. óÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ f(z) ÐÒÉ z → a? (ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÎÁÚŒÁ- ÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ | ĂÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ.) ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÄÉÓË, Á ÔÏÞËÁ a | ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. îÁÍ ÏÐÑÔØ ÐÏÍÏÇÕÔ ÓÔÅÐÅÎÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÎÏ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ŒËÌÀÞÁÔØ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ r ¡ R | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÍÙ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÍ ÓÌÕÞÁÅŒ r = 0 ÉÌÉ R = +∞); ÐÏÌÏÖÉÍ U = { z ∈ C | r ¡ |z| ¡ R }. åÓÌÉ f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ, ÔÏ ŒÓÀÄÕ ÎÁ U ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

f(z) = ∞∑ n=−∞ c_n(z − a)^n; (3.1)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ K ⊂ U, Á ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

c_n = 1 2ßi ∫ fl f(z)(z − a)^{−n−1} dz; (3.2)

ÇÄÅ fl | ÌÀÂÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ U ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ r^′ É R^′ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ- ÂÙ r ¡ r^′ ¡ R^′ ¡ R, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl É ` ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ r^′ É R^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÎÙÅ), Á ÞÅÒÅÚ D | ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ { z ∈ C | r^′ ⩽ |z| ⩽ R^′ } ⊂ U. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ int U ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ,

f(z) = 1 2ßi ∫ @D f(ı) dı ı − z = 1 2ßi ∫ � f(ı) dı ı − z

I_1 + 1 2ßi ∫ fl f(ı) dı z − ı

I_2

(3.3)

(ÍÙ ÓÍÅÎÉÌÉ ÚÎÁË ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÉ ŒÎÅÛÎÅÊ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ). ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ Œ (3.3) ÍÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.10, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÚÌÁÇÁÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ Œ ÄÉÓËÅ, Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ; ÎÅ ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÉÈ ŒÙËÌÁÄÏË, ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÔŒÅÔ:

I_1 = ∞∑ n=0 c_n(z − a)^n;

ÇÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ c_n ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.2) (ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ` É fl ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ!) É ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÄÉÓËÅ Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÒÑÄ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ I_2, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ: 1 z − ı = 1 z − a · 1 1 −^{ı−a}_{z−a} = −∞∑ n=−1

(z − a)^n(ı − a)^{−n−1};

ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÄÉÓËÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕ- ÓÏÍ r^′. õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ f(ı) dı (ÞÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ) É ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ fl, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

I_2 = −∞∑ n=−1

c_n(z − a)^n;

ÇÄÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÈ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.2). óËÌÁÄÙŒÁÑ I_1 É I_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ (ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ r^′ É R^′ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÐÏ fl ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ fl).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. òÑÄ (3.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f; ÓÏ- ŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ z − a ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ (Á ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÑÄÁ ìÏÒÁÎÁ).

ðÏÄÏÂÎÏ ÒÑÄÕ ôÅÊÌÏÒÁ, ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. åÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

f(z) = ∞∑ n=−∞ c_n(z − a)^n; (3.4)

ÇÄÅ ÒÑÄ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c_n ŒÙÞÉÓÌÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (3.2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ∫ fl (z − a)^n dz ÒÁŒÅÎ 2ßi ÐÒÉ n = −1 É ÎÕÌÀ ÐÒÉ n ≠ −1. õÍÎÏÖÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3.4) ÎÁ (z −a)^{−n−1} É ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ fl (ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÞÔÏ 2ßic_n = ∫ fl f(z)(z − a)^{−n−1} dz, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ôÅÐÅÒØ, ŒÏÏÒÕÖÉŒÛÉÓØ ÒÑÄÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÏŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞ- ËÉ; ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.9. ðÕÓÔØ a ∈ C , r ¿ 0 É ´ = { z ∈ C | |z − a| ¡ r }, É ÐÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ´^∗ = ´ \ {a}. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:

(1) æÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÏÊ ŒÏ ŒÓÅÍ ´, É ÅÅ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÏŒ Ó z − a Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ.

(2) æÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ¿ 0 ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ |f(z)| = O(|z − a|^{−N} ) ÐÒÉ z → a; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k ¿ 0 É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÍ ´ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÞÔÏ f(z) = g(z)=(z−a)^k ŒÓÀÄÕ ÎÁ ´^∗ É g(a) ≠ 0; ÐÒÉ ÜÔÏÍ lim_{z→a} |f(z)| = +∞, Á ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∑_∞ n=−k cn(z − a)

n, É c_{−k} ≠ 0.

(3) lim_{z→a} |f(z)| ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ ÒÁŒÅÎ +∞); Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ b ∈ C ∪ {∞} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {z_n}, ÞÔÏ lim_{n→∞} z_n = a É lim_{n→∞} f(z_n) = b (ÅÓÌÉ b = ∞, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ lim_{n→∞} |f(z_n)| = +∞); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÌÅÎÙ Ó (z − a)^{−n} ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ∈ N.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. åÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.9 ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒ- ÎÁÔÉŒÁ (1), ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ a ÕÓÔÒÁÎÉÍÕÀ ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏÓÔØ; ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ (2), ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ a ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ k; ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ (3), ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ a ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.9. ðÕÓÔØ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a; ÕÍÅÎØÛÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÒÁÄÉÕÓ ÄÉÓËÁ ´, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ M ¿ 0, ÞÔÏ |f(z)| ⩽ M ÎÁ ŒÓÅÍ ´^∗. ðÕÓÔØ n | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; ŒÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{−n} ÒÑ- ÄÁ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.2), ÂÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ fl ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ” ¿ 0, É ÏÃÅÎÉÍ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.5:

|c_{−n}| = 1 2ß | | ∫ fl f(ı)(ı − z)^{n−1} dı | | ⩽ M”^{n−1} 2ß · 2ß” = M”^n:

õÓÔÒÅÍÌÑÑ ” Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ c_{−n} = 0; ÚÎÁÞÉÔ, ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∑ n⩾0 c_n(z − a)^n É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎË- ÃÉÀ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ŒÏ ŒÓÅÍ ´, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ

ÆÕÎËÃÉÉ f. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ f Œ ÐÒÏËÏÌÏ- ÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ (1).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ |f(z)| = O(|z − a|^{−N} ) ÐÒÉ z → a, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ (2). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N ∈ N. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ ~g(z) = (z − a)^N f(z); ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÐÒÏËÏÌÏ- ÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÍ ´ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ ~g). åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ m ÐÏÒÑÄÏË ÎÕÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ~g Œ ÔÏÞËÅ a É ÐÏÌÏÖÉÔØ g(z) = ~g(z)=(z−a)^m, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÏ ŒÓÅÍ ´ É g(a) ≠ 0 (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2), É ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ N ¿ m (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(z) = g(z)=(z − a)^{N −m} ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a). ðÏÌÁÇÁÑ k = N − m, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f(z) = g(z)=(z − a)^k; ÐÏÓËÏÌØËÕ g(a) ≠ 0, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{z→a} |f(z)| = +∞; ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ g ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ (z − a)^k.

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, lim_{z→a} |f(z)| ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÄÁÖÅ ËÁË +∞); ÔÏÇÄÁ ÒÑÄ ìÏÒÁÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ (ÉÎÁÞÅ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(z) = g(z)=(z − a)^k, ÇÄÅ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ´ É g(a) ≠ 0, É lim_{z→a} |f(z)| ÒÁŒÎÑÌÓÑ ÂÙ +∞), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ b ∈ C ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ lim_{n→∞} f(z_n), ÇÄÅ z_n → a (ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ b = ∞, ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). òÁÓ- ÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ∈ C ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË; ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ h(z) = 1=(f(z)−b) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÍ ÄÉÓËÅ ´^{′∗} ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ŒÏ ŒÓÅÍ ´^′. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ´^{′∗} ÉÍÅÅÍ f(z) = b + (1=h(z)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏ- ËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a (ÅÓÌÉ h(a) ≠ 0), ÌÉÂÏ lim_{z→a} |f(z)| = +∞ (ÅÓÌÉ h(a) = 0); Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.9 ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÉ ÉÍÅÎÁ. ôÁË, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ (ÉÌÉ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ); ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÔÅÏÒÅÍÏÊ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÚÏÒÁÔÉ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÏÈÏÃËÏÇÏ. ôÅÏÒÅÍÕ œ.{ë.{ó. ÍÏÖÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏ- ËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄ- ÎÏÇÏ (ĂÂÏÌØÛÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉËÁÒÁĄ), ÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÎÕÖÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ.