ìÅËÃÉÑ 9. ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ

œÓÑ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). œÓÑËÏÅ ÏÄ- ÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C , ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ C , ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÄÉÓËÕ ´ = {z ∈ C | |z| ¡ 1}.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.2. çÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : W → C ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ W ⊂ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÒÁÚŒÅÔŒÌÅÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÅÄÕËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 9.3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ Œ ´.

îÁÂÒÏÓÏË ÐÅÒŒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ H | ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒ- ÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k^2 : H → C \{0; 1}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ k^2(z_1) = k^2(z_2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ z_1 = gz_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ `(2). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÞÅÇÏ ÍÙ, ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ŒÒÅ- ÍÅÎÉ, ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ H ÓÕÝÅÓÔŒÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ V ∋ z, ÞÔÏ gV ∩ V = ∅ ÐÒÉ g ≠ 1. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H → H=`(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÎÁ H=`(2) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ Œ ÌÅËÃÉÉ 5 ŒŒÅÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k^2 ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~k^2 : H=`(2) → C \ {0; 1}; ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. òÅÚÀÍÉÒÕÑ ÜÔÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C \ {0; 1} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H, Á ÚÎÁÞÉÔ É ´.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ U ≠ C É U ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ C \ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË; ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ C \ {0; 1}. åÓÌÉ ß : ´ → C \ {0; 1} | ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ U ÌÀÂÁÑ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ß^{−1}(U) ⊂ ´ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ U.

œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË U ≠ C , ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ C \ {0}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C \ {0} → C \ {0}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → z^2, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ; ÔÁË ËÁË

U ⊂ C \ {0} ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(U) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ (ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ËÏÍÐÏÎÅÎÔ U_1 É U_2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ U. ðÕÓÔØ c ∈ U_2; ÔÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 ÄÉÓË Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ” É ÃÅÎÔÒÏÍ c ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ Œ U_2 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË- ÃÉÑ g(w) = ”=(w − c) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U_1 ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ´ (ÔÁË ËÁË |g(w)| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ U_1), É ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏ U.

œŒÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ ´, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ U.

óÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

äÏÐÕÝÅÎÉÅ. œÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U Œ ´ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ |f^′(a)| ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÅ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → ´, Œ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÐÏŒÅÒÉÌÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ ’: ´ → ´ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÉÊ b ∈ ´ Œ 0. ôÏÇÄÁ |’^′(b)| = 1=(1 − |b|^2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.15 ÉÍÅÅÍ

’(z) = e^{i`} z − b 1 − bz ; ÇÄÅ ` ∈ R. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ:

’^′(z) = e^{i`}

1 − bz + b(z − b) (1 − bz)^2

= e^{i`}

1 − |b|^2 (1 − bz)^2 : ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ z = b É ŒÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ.

ìÅÍÍÁ 9.5. åÓÌÉ f : U → ´ | ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ |f^′(a)| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ, ÔÏ f(a) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÕÓÔØ f(a) = b ≠ 0. åÓ- ÌÉ ’: ´ → ´ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ b Œ 0, ÔÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ g = ’ ∘ f ÉÍÅÅÍ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.4,

|g^′(a)| = |f^′(a)|=(1 − |b|^2) ¿ |f^′(a)|;

É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ìÅÍÍÁ 9.6. œ ÐÒÅÖÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ U ÎÁ ´.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË f ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(U) = ´. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÕÓÔØ b ∈ ´ \ f(U). ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: ´ → ´ ÚÁÄÁÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → (z − b)=(1 − bz); ÔÏÇÄÁ ’(b) = 0 = ’^{−1}(−b). ðÏÌÏÖÉÍ f_1 = ’ ∘ f; ÔÁË ËÁË ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 9.5 ÉÍÅ- ÅÍ f(a) = 0, ÔÏ f_1(a) = −b, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ b =∈ f(U), ÔÏ 0 =∈ f_1(U). ôÁË ËÁË U ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÔÁËÏŒÏ ÖÅ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f_1(U); ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÕÌÑ, ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ (É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁÑ!) ŒÅÔŒØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ g : f_1(U) → C ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, g(f_1(U)) ⊂ ´. ðÏÌÏ- ÖÉÍ f_2 = g ∘f_1. îÁËÏÎÅÃ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a ÓÎÏŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÏ Œ ÎÕÌØ; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ f_3 = ’^{−1} ∘ f_2 = ’^{−1} ∘ g ∘ ’ ∘ f. æÕÎËÃÉÑ f_3 : U →´ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ; ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ |f^′_3(a)|:

|f^′_3(a)| = |f^′(a)| · |’^′(0)| · |g^′(−b)| · |’^′(g(b))|^{−1} =

= |f^′(a)|

1 − |b|^2 2 √ |b|(1 − ( √ |b|)^2)

= |f^′(a)|

1 + |b| 2 √ |b| (ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ |’^′(0)| ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 9.4, Á ÐÒÉ ÐÏÄ- ÓÞÅÔÅ |g^′(−b)| | ÔÅÍ, ÞÔÏ ( √ z)^′ = ±1=2 √ z). ðÏÓËÏÌØËÕ (1+|b|)=2 √ |b| ¿ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |f^′_3(a)| ¿ |f^′(a)| | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ĂÄÏÐÕÝÅÎÉÅĄ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒÁÖ- ÎÙÊ ÆÁËÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ D ⊂ C | ÓŒÑÚÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó (ËÕÓÏÞÎÏ)- ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ É f | ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ D É ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÕÌÅÊ ÎÁ @D. ôÏÇÄÁ 1 2ßi ∫ @D f^′(z)dz f(z) = ∑ z∈int D

ord_z (f); (9.1)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ord_z (f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØ f Œ ÔÏÞËÅ z (ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ f(z) = 0, É ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ f(z) ≠ 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ z_1; : : :; z_n | ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ int D. ðÏÍÅÓÔÉÍ ËÁÖÄÙÊ z_i Œ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÄÉÓË D_i, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ int D É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÊÓÑ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ D_j . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (9.1) ÒÁŒÎÁ

∑_n j=1 ∫ @D_j df=f. œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ zj ÆÕÎËÃÉÑ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉ-

ÄÅ f(z) = (z − a_j )^{mj} g(z), ÇÄÅ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É g(a_j) ≠ 0, É m_j = ord_{aj} (f). éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, df f = m_j dz z − a_j + g^′(z)dz g(z) : éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÏ @D_j ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, 2ßim_j (ÓÍ. ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.8), Á ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ | ÎÕÌÀ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ (ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ g^′=g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D_j ). œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.8. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.7 ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÁ, Á ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁ @D ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ ÐÏÌÀÓÏŒ, É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ord_z (f) = −m, ÅÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞËÅ z ÐÏÌÀÓ ÐÏÒÑÄËÁ m: ÆÏÒÍÕÌÁ (9.1) ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ h | ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ D, ÔÏ 1 2ßi ∫ @D h(z) · f^′(z)dz f(z) = ∑ z∈int D

ord_z (f) · h(z):

äÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.7.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.9. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.7 ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ. ðÕÓÔØ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1} | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : @D → S^1 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ~f(z) = f(z)=|f(z)|. ôÏÇÄÁ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (9.1) ÒÁŒÎÁ deg ~f (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ~f ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ @D). œÙÒÁÖÁÑÓØ ÍÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (9.1) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÒÉŒÁÑ f(@D) ÄÅÌÁÅÔ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ. äÏËÁ- ÚÁÔØ ŒÓÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ df=f = d(ln |f|) + i ~f^∗(d’), ÇÄÅ d’ | 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÔ ÕÇÌÁĄ; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ 2ßi × (ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ), Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÔÏËÓÁ (ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ z → ln |f(z)| ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ int D, ÎÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ).

íÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.10. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C , ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → C . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_n ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙ, ÔÏ É f ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: f(z_1) = f(z_2) = a. ôÏÇÄÁ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉ- ÃÅÊ D ⊂ U, ÞÔÏ z_1; z_2 ∈ int D É ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ÎÁ @D (ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ D, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÍÁÎÏÊ, Á ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÕ ÇÒÁÎÉÃÕ É ÓÇÌÁÄÉÔØ). ðÏÌÏÖÉÍ g_i(z) = f_i(z)−a, g(z) = f(z) − a. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ g^′_n=g_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g^′=g ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ @D; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

lim_{n→∞} 1 2ßi ∫ @D g^′_n(z)dz g_n(z) = 1 2ßi ∫ @D g^′(z)dz g(z) : ôÁË ËÁË g(z_1) = g(z_2) = 0, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.7 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ; ÔÁË ËÁË ŒÓÅ f_j ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙ, ÔÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ!

ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÁ |f^′(a)|. œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(U) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ H(U) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ F , ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ H(U), ÉÍÅÅÍ f ∈ F .

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ⊂ H(U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ŒÓÑËÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: C → C , ÇÄÅ C ⊂ H(U), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ C, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÅÊÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C, ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} ˘(f_n) = ˘(f).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.12. îÁ H(U) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ Œ U. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ĂËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊĄ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U Œ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.13. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.14. ðÕÓÔØ C ⊂ H(U) | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ˘: C → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÂÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÄÏ- ÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ ´ | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, a ∈ U É C ⊂ H(U) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ U Œ ´, ÞÔÏ |f^′(a)| ⩾ 1. ôÁË ËÁË U ⊂ ´, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, Á ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 9.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C ⊂ H(U) ÚÁÍËÎÕÔÏ; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: C → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ˘(f) = |f^′(a)|, ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.14, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÓÎÏ- ŒÁÔØ ÎÁÛÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ⊂ H(U) ËÏÍÐÁËÔÎÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.13 ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ: ôÅÏÒÅÍÁ 9.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÏÎÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É M ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

{ f ∈ H(U) | sup_{z∈U} |f(z)| ⩽ M }

ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ H(U).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÚ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.16 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÃÅÌ«Á). ðÕÓÔØ (X; æ) | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É C(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ C ⊂ C(X) ÂÙÌÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(1) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ M ¿ 0, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C É x ∈ X (ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØĄ).

(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ æ(x; x^′) ¡ ffi, ÇÄÅ x; x^′ ∈ X, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(x^′)| ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C (ĂÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØĄ).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÎÔÅÌÑ. ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ K_i ⊂ U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ K_i ⊂ int K_{i+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É ⋃ i K_i = U. ðÕÓÔØ C_i ⊂ C(K_i) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ÎÁ K_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ C_i ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ C(K_i). œŒÉÄÕ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÔÅ- ÏÒÅÍÙ áÒÃÅÌÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ K_i ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÄÉÓ- ËÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ U, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÔØ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÄÉÓËÅ D ⊂ U. ðÕÓÔØ fl | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ Ó D, ÉÍÅÀÝÁÑ Â«ÏÌØÛÉÊ ÒÁÄÉÕÓ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ U. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ z ∈ D ÉÍÅÅÍ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÛÉ, | f^′(z) | = | | | 1 2ßi ∫ fl f(ı)dı (ı − z)^2 | | | ⩽ MR (R − r)^2 ; ÇÄÅ r É R | ÒÁÄÉÕÓÙ D É fl ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÄÕÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Œ D ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ M_1. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ z_1; z_2 ∈ D É f ∈ C, ÔÏ |f(z_1) − f(z_2)| ⩽ M_1|z_1 − z_2|, ÏÔËÕÄÁ ÒÁŒÎÏÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ C. œŒÉÄÕ ÄÏËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ K_1 ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{11}; f_{12}; : : :; ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ K_2 ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{21}; f_{22}; : : :, É Ô. Ä.: ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{(m+1);j}}_{j∈N} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ K_{m+1} É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ Œ {f_{mj} }_{j∈N}. ôÏÇÄÁ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_{11}; f_{22}; : : : ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÁ- ÖÄÏÍ K_m (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó f_{mm} ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔØÀ Œ {f_{mj} }_{j∈N}), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ Œ U. üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÎÔÅÌÑ, Á Ó ÎÅÊ | É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ.