ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 1

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ

e^z = ∞∑ j=1 z^j j! ; Á ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

cos z = e^{iz} + e^{−iz} 2 ; sin z = e^{iz} − e^{−iz} 2i : ìÏÇÁÒÉÆÍÙ É ËÏÒÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ŒÓÅÍ C ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÏ ÎÁ ŒÓÑËÏÍ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C \{0} ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ (ÎÅ ÏÄÎÉÍ ÓÐÏÓÏ- ÂÏÍ!) ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë z → z^n ÉÌÉ z → e^z ; ŒÓÑËÕÀ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍĄ ÉÌÉ ĂËÏÒÎÅÍ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉĄ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ĂÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ŒÅÔŒØÀĄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÉÌÉ ËÏÒÎÑ).

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) e^z = e^w ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ z − w = 2ßin, ÇÄÅ n ∈ Z; Â) ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ sin z = 0 É cos z = 0 ÎÁÄ C | ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË ÎÁÄ R.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ f(a) = ∞, ÅÓÌÉ lim_{z→a} |f(z)| = ∞; ÞÅÒÅÚ f(∞) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ lim_{|z|→∞} f(z) (ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). þÅÒÅÚ C ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ĂÓÆÅÒÕ òÉÍÁÎÁĄ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ∪ {∞}.

2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌ lim_{|z|→∞} f(z) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f: Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n; Â) f(z) = sin z; Œ) f(z) = e^z ?

ðÕÓÔØ

(_{a b} c d ) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ; ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C Œ C , ÚÁÄÁÎ- ÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → (az + b)=(cz + d). ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. 3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÁÒÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ´ = {z ∈ C | |z| ¡ 1} ÎÁ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H = z ∈ C | Im(z) ¿ 0.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C Œ C ) ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ, ÌÉÂÏ ÄŒÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ŒÉÄÁ z → z + a, ÇÄÅ a ∈ C , ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ŒÉÄÁ z → ˘z, ÇÄÅ ˘ ∈ C \ {0}. 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏ- ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H Œ ÓÅÂÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

(_{a b} c d ) Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.

7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÏÓÙ U_{a;b} = {z | a ¡ Im(z) ¡ b} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f(z) = e^z ; ÐÒÉ ËÁËÉÈ a É b ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U_{a;b}?

8. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ H_a = {z | Re(z) ¿ a} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÉ f(z) = z^2. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ H_a?

9. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_a = {z | |z| ¿ a} ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z → z+(1=z); ÐÒÉ ËÁËÉÈ a ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U_a? 10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÀÝÕÀ ÕÇÏÌ {z | −ß=6 ¡ arg(z) ¡ ß=6} ÎÁ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÉÚ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔ, ËÏÒÎÅÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ).

11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÀÝÕÀ ÐÏÌÕËÒÕÇ {z | Im(z) ¿ 0; |z| ¡ 1} ÎÁ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. 12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÀÝÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÎÁ ÐÏÌÏÓÕ {z | 0 ¡ Re(z) ¡ 1}. 13. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ` | ÔÁËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ P ÌÅÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ `. óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ ÄÅÌÁÅÔ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z → P (z)?

14. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ 3 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ 4 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÉ z → z^2 + z + 1.

15. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 4 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ z → sin z.