ôæëð, ŒÅÓÎÁ 2002, ÌÉÓÔÏË 2

æÕÎËÃÉÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ É ÎÅ ÏÞÅÎØ

åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÞÅÒÅÚ U ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C .

1. ðÕÓÔØ f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎ Œ ÔÏÞËÅ z ∈ U ÞÅÒÅÚ f^′(z).

2. ðÕÓÔØ f : U → C | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÅ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÙÍ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÞÅÒÅÚ @f=@z É @f=@z.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÖÁÔÉÅÍ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a É b (ÇÄÅ a ¿ b) ÞÉÓÌÏ (a − b)=(a + b).

3. ðÕÓÔØ f : U → C | ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ) Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. åÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÜÌÌÉÐÓÙ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÖÁÔÉÅ ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏŒ ÞÅÒÅÚ @f=@z É @f=@z.

4. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ @f=@z É @f=@z ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÏÌÕÏÓØÀ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓØÀ. 5. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÎÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÀÝÅÊÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ ËÒÕÇÅ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ [ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏ].

6. çÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : U → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ĂÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ ìÁÐÌÁÓÁĄ @^2f @x^2 + @^2f @y^2

= 0:

7. çÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : U → R ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f + ig ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : U → R É ÔÏÞËÉ z ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U^′ ∋ z É ÆÕÎËÃÉÑ g : U^′ → R, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë f Œ U^′ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ).

8. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÁ U É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f : U → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÍ U.

9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÄÉÓËÁ Ó ÃÅÎ- ÔÏÒÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f(a) = 1 2ß ∫_{2ß} 0 f(a + re^{i`}) d`

(ĂÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÃÅÎÔÒÅ ËÒÕÇÁ ÒÁŒÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÏÔ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉĄ). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ.] 10. ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C ÓŒÑÚÎÏ É a ∈ U. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ Œ U ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: f_n(a) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Re(f_n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ U ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ {f_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ U ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ. äÏ ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ f_n(a) = 0?