ôæëð, ŒÅÓÎÁ 2002, ÌÉÓÔÏË 3

ìÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

úÁÄÁÞÉ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÞÅÍ-ÔÏ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ: ÉÈ ÔÏÖÅ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ. îÅ ÏÇÏÒÞÁÊÔÅÓØ, ÅÓÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ. 1. ðÕÓÔØ f | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ M(r) = max_{|z|=r} |f(z)|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{r→+∞} M(r) = +∞. 2. ôÏÞËÉ P_1; : : : ; P_n ÌÅÖÁÔ ŒÎÅ ËÒÕÇÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ O. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞ- ËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÔÏÞÅË P_1; : : : ; P_n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ OP_1 · : : : · OP_n , Á ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØ- ÛÅ, ÞÅÍ OP_1 · : : : · OP_n.

3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ´ = {z | |z| ¡ 1}, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(Re f(z))^2 + 4(Im f(z))^2 = 1:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C \ {0; 1; 2} É C \ {0; 1; 3} ÎÅÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ.

5. ðÕÓÔØ f | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ M(r) = max_{|z|=r} |f(z)|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim r→+∞ ln M(r) ln r

= +∞:

6. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ M(r) = max_{|z|=r} |P (z)|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ r → M(r)=r^n ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ (0; +∞). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÒÉÎ- ÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.]

7. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1}, É ÐÕÓÔØ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D, É |f(z)| = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ @D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ Œ int D.

8. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f, g É h ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ É ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

z → |f(z)| + |g(z)| + |h(z)|

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ U ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÒÁÚÕ ÎÅ ŒÙÊÄÅÔ, ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏÓÌÅ ÚÁÄÁÞÉ 9.] 9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÄÉÓËÅ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1} É ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÁ Œ ÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |f(0)| ⩽ 1 2ß ∫_{2ß} 0 |f(e^{i`})| d`:

[õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ĂÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍĄ (ÚÁÄÁÞÁ 9 ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 2).] 10. ðÕÓÔØ ´ = {z | |z| ¡ 1} É M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ f : ´ → ´, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(0) = 2=3 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÎÙÈ). îÁÊÔÉ sup_{f ∈M} |f^′(0)|. [õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÁÍ ÐÏÍÏÖÅÔ ÌÅÍÍÁ ûŒÁÒÃÁ.] 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ ´ = {z | |z| ¡ 1} É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: |f(z)| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ ´, f(0) = 1=2, f(1=2) = 7=8.

12. ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1}, É ÐÕÓÔØ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ f : D → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ D É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ Œ int D. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÁÈ a_1; : : : ; a_n ∈ int D (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

|f(0)| ⩽ max_{z∈D} |f(z)| · n∏ j=1 |a_j |:

13. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ËÒÕÇÅ ´ = {z | |z| ¡ 1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÎÕÌÅÊ Œ ´ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ n=(n+1), ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12.]

14. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ.) ðÕÓÔØ ´ = {z ∈ C | |z| ⩽ 1} É f : @´ → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ´ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ Œ int ´, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∫ @� z^nf(z) dz = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ n ⩾ 0. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÍÉÍÏ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ, ÎÁÄÏ ÂÕÄÅÔ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.]

ðÏÚÄÒÁŒÌÑÅÍ ÄÅŒÕÛÅË Ó ÎÁÓÔÕÐÁÀÝÉÍ 8 ÍÁÒÔÁ!