ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 10.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. éÓÈÏÄÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÉ ËÏÍÐÁËÔ X É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ) I ∈ C(X)^∗. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÏŒÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏŒ: X = [a; b] | ÏÔÒÅÚÏË, I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ.) œÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉ I ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(X)_{⩾0}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÔÅÍ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÑÈ (ÐÏÚŒÏÌÉŒ ÅÍÕ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +∞), É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÉ ÎÁÛ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [0; ∞]^X ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X (ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÔÁËÖÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ:

C(X)_{⩾0} I � � � � � � � ˘(X)

I^′ �

� � � [0; ∞]_X

I^{′′} � � � [0; ∞]

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ I^′ É I^{′′} ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (Ô.Å. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÎÏÓÉÔØ ÚÁ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ÅÓÌÉ f ⩽ g, ÔÏ É I^{′′}(f) ⩽ I^{′′}(g); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ I^′). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, I^′ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ (Ô.Å. I^′(f +g) = I^′(f)+I^′(g)), I^{′′} ÓÕÂÁÄÄÉÔÉŒÅÎ (Ô.Å. I^{′′}(f + g) ⩽ I^{′′}(f) + I^{′′}(g)), É ÄÌÑ I^{′′} ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (f_n ↑ f ⇒ I(f_n) → I(f)).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. |I^{′′}(f_1) − I^{′′}(f_2)| ⩽ I^{′′}(|f_1 − f_2|) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f_1; f_2 ∈ [0; ∞)^X .

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÚŒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ- ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÂÙÌ (ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ) ËÏÎÅÞÅÎ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ 1 ⩽ p ¡ ∞. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F^p = F^p(X; I) ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

F^p = {f ∈ C^X : I^{′′}(|f|^p) ¡ ∞} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ F^p:

1) F^p | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ C^X ; 2) C(X) ⊂ F^p;

3) æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖_p : F^p → [0; ∞); ‖f‖_p = I^{′′}(|f|^p)^{1=p} | ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ ÎÁ F^p. õËÁÚÁÎÉÅ (ÄÌÑ p ¿ 1). äÏËÁÖÉÔÅ ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÅÌØÄÅÒÁ (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ | ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉË úÏÒÉÞÁ ÐÏ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÕ):

ÅÓÌÉ f ∈ F^p; g ∈ F^q, ÇÄÅ 1=p + 1=q = 1, ÔÏ fg ∈ F^1, É ‖fg‖_1 ⩽ ‖f‖_p‖g‖_q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ p_1 ⩾ p_2, ÔÏ F^{p1} ⊂ F^{p2} , ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

õŒÙ, ÄÁÖÅ F^p ÅÝÅ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÒÁŒÏ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, I^{′′} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F^p (ÐÒÉÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÐÏÔÏÍ)^1. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÅÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ F^p, ËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ, Ë ÞÅÍÕ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ p ∈ [1; ∞) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L^p = L^p(X; I) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X) Œ F^p. æÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ L^1, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ (ÐÏ ìÅÂÅÇÕ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, L^p | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ F^p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ p_1 ⩾ p_2, ÔÏ L^{p1} ⊂ L^{p2} , ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ L^p, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ p = 1. œÎÁÞÁÌÅ ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ I : C(X) → C ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÎÏÒÍÙ ‖·‖_1, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ F^1.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ | ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 8). œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ I ∈ (C(X); ‖ · ‖_1)^∗ ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~I ∈ (L^1)^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ~I|_{C(X)} = I.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÉÚ L^1 Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÂÙÌ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | Á ÉÍÅÎÎÏ, I^{′′}. ëÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ~I:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. åÓÌÉ f ∈ L^1 É f ⩾ 0, ÔÏ ~I(f) = I^{′′}(f).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ I ŒÍÅÓÔÏ ~I.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L^p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ’ ∈ ˘(X). ôÏÇÄÁ ’ ∈ L^1 ⇐⇒ ’(x) ¡ ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X, É I^′(’) ¡ ∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. 1) ðÕÓÔØ f ∈ [0; ∞)^X . ôÏÇÄÁ f ∈ L^p ⇐⇒ f^p ∈ L^1. 2) åÓÌÉ f ∈ L^p, ÔÏ |f| ∈ L^p É |f|^p ∈ L^1.

3) åÓÌÉ f; g ∈ L^1 ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ R, ÔÏ max{f; g} ∈ L^1 É min{f; g} ∈ L^1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ |f| ∈ L^1, ÎÏ f =∈ L^1; ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ ÏÂ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ.

1äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÅÒÙ ÓËÁÖÅÍ, Œ ÞÅÍ ÐÒÉÞÉÎÁ: ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F^p ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙÍÉ.

îÅÂÏÌØÛÏÅ ÎÅÕÄÏÂÓÔŒÏ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ L^p, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ X = [a; b], Á I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÎÁ C[a; b]. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ ÎÁ L^1(X; I) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ, ĂÎÁÉÂÏÌÅÅ Ë ÎÅÍÕ ÂÌÉÚËÏÅĄ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ E | ÐÒÅÄÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ E_0 = {x ∈ E : ‖x‖ = 0}. ôÏÇÄÁ:

1) E_0 | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ E, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÎÕÌÑ. 2) æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖ : E=E_0 → [0; ∞), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ‖^x‖ = ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ ^x, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ E=E_0. 3) E ÐÏÌÎÏ^1 ⇐⇒ E=E_0 ÐÏÌÎÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ E=E_0 | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÝÅ- ÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÎÏÒÍÙ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ Œ ÌÅËÃÉÉ 7 ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ L^p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ p ∈ [1; ∞) ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

L^p = L^p(X; I) = L^p(X; I)={f : ‖f‖_p = 0} :

óÒÁÚÕ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = [a; b], Á I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^p | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ C[a; b] ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_p (ÔÏ, ÒÁÄÉ ÞÅÇÏ ÍÙ É ÎÁÞÁÌÉ ÜÔÏÔ ÒÁÚÇÏŒÏÒ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ìÅÂÅÇÁ). ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ (C(X); ‖ · ‖_p) ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ŒÅÄØ ‖ · ‖_p ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ C(X) | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ I = 0). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄŒÅ ŒÅÝÉ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ĂÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁĄ, É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ {f ∈ L^p : ‖f‖_p = 0}, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÅÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L^p.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-II). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÉÚ L^1 ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_n ⩽ f_{n+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, É lim_n f_n(x) ¡ ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = lim_n f_n(x). ôÏÇÄÁ f ∈ L^1 ⇐⇒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(f_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ I(f) = lim_n I(f_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f_n ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n (ÉÎÁÞÅ ÚÁÍÅÎÉÍ f_n ÎÁ f_n − f_1).

(=⇒). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

(⇐=). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-I (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ),

I^{′′}(f) = lim_n I^{′′}(f_n) = lim_n I(f_n) ¡ ∞

(ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6). úÎÁÞÉÔ, f ∈ F^1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f_n → f Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ |I(f_m) − I(f_n)| ¡ ” ÐÒÉ m; n ¿ N. æÉËÓÉÒÕÅÍ

1äÌÑ ÐÒÅÄÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÎÏÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ.

n ¿ N; ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_m − f_n}^∞_{m=n} ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ë f − f_n. óÎÏŒÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ (É ÔÅÍ ÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 6), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

‖f − f_n‖_1 = I^{′′}(f − f_n) = lim_m I(f_m − f_n) = lim_m (I(f_m) − I(f_n)) ⩽ ” :

éÔÁË, ‖f − f_n‖_1 ⩽ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N, ÏÔËÕÄÁ f_n → f Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^1. îÏ f_n ∈ L^1, Á L^1 ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ F^1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ∈ L^1. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ĂÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØĄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ òÉÍÁÎÁ É ìÅÂÅÇÁ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ X = [a; b], a I ∈ (C[a; b])^∗ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ. 1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ òÉÍÁÎÕ ÎÁ [a; b], ÔÏ f ∈ L^1, É I(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ ÏÔ f ÐÏ [a; b].

2) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ |f| ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ [a; b] Œ ÎÅÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ f ∈ L^1, É I(f) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ òÉÍÁÎÁ ÏÔ f ÐÏ [a; b].

3) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ [a; b] Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ L^1.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 3). åÓÌÉ f ∈ L^1, ÔÏ É |f| ∈ L^1 (ÓÍ. ÕÐÒ. 8).

íÅÒÁ.

ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ), 2^X | ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. óÅÍÅÊÓÔŒÏ A ⊂ 2^X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÅÓÌÉ 1) X ∈ A ;

2) A ∈ A =⇒ X \ A ∈ A ; 3) A; B ∈ A =⇒ A ∪ B ∈ A .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ 1) É 2), ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ 3) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÍÕ: A; B ∈ A =⇒ A ∩ B ∈ A .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ {A_n} ⊂ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ⋃ n A_n ∈ A .

ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ œ-ÁÌÇÅÂÒ | ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, {∅; X} É 2^X . îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ P ⊂ 2^X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X. ôÏÇÄÁ

œ(P) = ⋂ {A : A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, A ⊃ P}

| ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ P. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ P.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ïÐÉÓÁÔØ (Ô.Å. ÕËÁÚÁÔØ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ P. ðÒÏÈÏÄÉÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÌÑ œ-ÁÌÇÅÂÒ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X.

1) æÕÎËÃÉÑ ¯ : A → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ A; B ∈ A ; A ∩ B = ∅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(A ∪ B) = ¯(A) + ¯(B).

2) æÕÎËÃÉÑ ¯ : A → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ (ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {A_n} ⊂ A , ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ A_i ∩ A_j = ∅ ÐÒÉ i ≠ j É ⋃ n A_n ∈ A , ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ¯( ⋃ n A_n) = ∑ n ¯(A_n).

3) áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ) ÍÅÒÏÊ ÎÁ A .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. þÁÓÔÏ ÍÅÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ (ÉÌÉ œ- ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÅÊ; ÉÎÏÇÄÁ ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÅÒÁĄ. îÁÍ ÖÅ ŒÐÏÌÎÅ ÈŒÁÔÉÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X = N, É ÐÕÓÔØ {a_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ¯(A) = ∑ n∈A a_n | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ 2^N.

ïÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ë ÍÅÒÅ.

œÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÎÁÛÅÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ X É ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ I ∈ C(X)^∗. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ I ÎÅËÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ X. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Bor(X). åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ É Ô.Ð. ïÄÎÁËÏ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÕŒÙ, ÎÅÌØÚÑ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ É A | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ œ- ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

1) ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ, ÅÓÌÉ A ⊃ Bor(X);

2) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ A É ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊃ A, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ¯(U \ A) ¡ ”.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. 1) äÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ X ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ.

2) îÁ ĂÈÏÒÏÛÉÈĄ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ) ËÏÍÐÁËÔÁÈ ÌÀÂÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÁ (ÓÍ. æÅÄÏÒÏŒ, ĂôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚĄ, Ô. I).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. ðÕÓÔØ A ⊂ X. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ

Ø_A(x) = { 1; x ∈ A 0; x =∈ A

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏÍ ÉÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

ëÁË œÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÔÅ, ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [ff; fi] ⊂ [a; b] ÒÁŒÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ òÉÍÁÎÁ ÐÏ [a; b] ÏÔ Ø_{[ff;fi]}. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I ∈ C(X)^∗, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. æÕÎËÃÉÑ —¯ : 2^X → [0; ∞); —¯(A) = I^{′′}(Ø_A), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅ- ÒÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ I.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÙ:

1) A ⊂ B =⇒ —¯(A) ⩽ —¯(B); 2) —¯( ⋃ n A_n) ⩽ ∑ n —¯(A_n);

3) —¯(A) = inf{—¯(U) : U ⊃ A; U ÏÔËÒÙÔÏ}.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 3). œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ U ÏÔËÒÙÔÏ ⇐⇒ Ø_U ∈ ˘(X).

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ | ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ÍÅÒÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ (ÍÙ Ë ÜÔÏÍÕ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ). îÏ ÅÓÌÉ ÓÕÚÉÔØ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô.Å. ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ĂÍÅÒÕĄ ÎÅ ŒÓÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ X, Á ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÚ ÎÉÈ), ÔÏ ŒÓÅ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12. îÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Ø_A ∈ L^1. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÙ —¯ ÎÁ M ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ¯.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. 1) M | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ;

2) ¯ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ M;

3) M ⊃ Bor(X) (Ô.Å. ¯ | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ); 4) ¯ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ;

5) ÅÓÌÉ A ⊂ X, ÔÏ —¯(A) = 0 ⇐⇒ A ∈ M É ¯(A) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 1) É 2): ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

œÙÄÅÌÉÍ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÎÏÔÙ ÍÅÒÙ ¯.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÓÁÍÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = [a; b], Á I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ M | ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L^p É ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ f ∈ L^p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ‖f‖_p = 0 (Ô.Å. ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ L^p, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ L^p).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ P (x) ÔÏÞÅË x ∈ X ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ (Ð.Œ.), ÅÓÌÉ ¯{x : P (x) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ} = 0.

(þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑĄ, ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f ∈ [0; ∞]^X . ôÏÇÄÁ

1) I^{′′}(f) = 0 ⇐⇒ f = 0 Ð.Œ.; 2) ÅÓÌÉ I^{′′}(f) ¡ ∞, ÔÏ f ¡ ∞ Ð.Œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ðÏÌÏÖÉÍ A = {x ∈ X : f(x) ¿ 0}.

(=⇒). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ø_A ⩽ lim_n nf. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-I (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ —¯(A) = I^{′′}(Ø_A) ⩽ lim_n nI^{′′}(f) = 0, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(⇐=). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ f ÎÁ Ø_A É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ). 2) ðÏÌÏÖÉÍ B = {x ∈ X : f(x) = ∞}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ø_B ¡ ”f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0. ïÔÓÀÄÁ —¯(B) ⩽ ”I^{′′}(f). îÏ I^{′′}(f) ¡ ∞, ÐÏÜÔÏÍÕ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ” ¿ 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ —¯(B) = 0, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ðÕÓÔØ p ∈ [1; ∞), É ÐÕÓÔØ f ∈ C^X . ôÏÇÄÁ f = 0 Ð.Œ. ⇐⇒ f ∈ L^p É ‖f‖_p = 0. ðÏÜÔÏÍÕ L^p(X; I) = L^p(X; I)={f : f = 0 Ð.Œ.}

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. åÓÌÉ p_1 ⩾ p_2, ÔÏ L^{p1} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4) Œ L^{p2} , ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÔÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ĂÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔĄ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. 1) åÓÌÉ f; g ∈ [0; ∞]^X É f ⩽ g Ð.Œ., ÔÏ I^{′′}(f) ⩽ I^{′′}(g).

2) åÓÌÉ f; g ∈ C^X É f = g Ð.Œ., ÔÏ f ∈ L^p ⇐⇒ g ∈ L^p. ðÒÉ ÜÔÏÍ I(f) = I(g).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ L^p:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ L^p (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1). ôÏÇÄÁ {f ∈ L^p : ‖f‖_p = 0} ⊂ Ker I ;

É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÓÍ. ÕÐÒ. 25 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 7), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ^I ∈ (L^p)^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ^I([f]) = I(f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ L^p (ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ [f] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^p).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ f; g : X → C ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (É ÐÉÛÕÔ f ∼ g), ÅÓÌÉ ¯{x : f(x) ≠ g(x)} = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L^p | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^p. œ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÏ ÐÏ- ÎÑÔÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ | ÓÍ. ŒÙÛÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÓÔÒÏÇÏÓÔØ É ÇÏŒÏÒÑÔ ĂÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ L^pĄ, ÐÏÎÉÍÁÑ ÐÏÄ ÜÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌ ^I ÎÁ L^p, ŒŒÅÄÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ I.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^p ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁË, ËÁË Õ ÎÁÓ. (úÄÅÓØ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ËÎÉÇÅ üÄŒÁÒÄÓÁ \Integration and harmonic analysis on compact groups"). éÎÏÇÄÁ Œ L^p ŒËÌÀÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ É ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÙ, É ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ L^p Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. (ëÓÔÁÔÉ, ÚÄÅÓØ ÎÅŒÁÖÎÏ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ | ŒÅÄØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÄÏ- ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÌÅÖÁÔ Œ L^p, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÔÁÍ ÎÅ

ÌÅÖÁÔ.) æÁËÔÏÒÉÚÕÑ ÔÁËÏÅ ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅĄ L^p ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ L^p. (ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^p, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ L^p | ÜÔÏ ĂËÌÁÓÓÉËÁĄ, É ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ). îÅÄÏÓÔÁÔÏË ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏĄ L^p ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ĂÎÁÛÉÍĄ | Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : D → C , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D ⊂ X, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ D ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ f ∼ g ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ g ∈ L^1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÁÇÁÀÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ I(f) = I(g); ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ g.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x^{−1=2} ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; 1] (ÓÍ. ÕÐÒ. 11), ÈÏÔÑ É ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. óÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.