ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 11.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÚ- ÎÉËÌÉ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÉÐÁ ĂþÅÍ L^1 ÌÕÞÛÅ F^1?Ą, ĂðÏÞÅÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I^{′′} ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ ÎÁ F^1?Ą, ĂïÔËÕÄÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, ÎÏ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ?Ą, ĂðÏÞÅÍÕ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ | ÜÔÏ ÎÅ ÍÅÒÁ?Ą É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÏÔŒÅÔ: ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ-ÚÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

îÅÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÍ ÍÅÒÏÊ ìÅ- ÂÅÇÁ ¯ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ, ËÁË ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A ⊂ [a; b] ÉÚÍÅÒÉÍÏ É t ∈ R ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ A + t ⊂ [a; b]. ôÏÇÄÁ A + t ÉÚÍÅÒÉÍÏ, É ¯(A + t) = ¯(A).

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ [0; 1] ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Q. œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, É ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÄŒÁ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:

1) åÓÌÉ s; t ∈ Q É s ≠ t, ÔÏ (A + s) ∩ (A + t) = ∅.

2) [0; 1] ⊂ ⋃ r∈Q∩[−1;1](A + r) ⊂ [−1; 2].

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A ÉÚÍÅÒÉÍÏ. åÓÌÉ ¯(A) ¿ 0, ÔÏ ÉÚ 1), 2) É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1 ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯([−1; 2]) ⩾ ∑ r∈Q∩[−1;1] ¯(A + r) = ∞; ÅÓÌÉ ÖÅ ¯(A) = 0, ÔÏ ¯([0; 1]) ⩽ ∑ r∈Q∩[−1;1] ¯(A + r) = 0. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A

ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ [0; 1], ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ |f| ∈ L^1, ÎÏ f =∈ L^1. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A É ÐÏÌÏÖÉÍ f = 2Ø_A − 1. ôÏÇÄÁ Ø_A =∈ L^1 (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ É f =∈ L^1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |f| = 1 ∈ L^1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ | ËÏÍÐÁËÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÒÁ ÕËÁÚÁÎ- ÎÙÍ Œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. æÕÎËÃÉÑ f : X → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ f^{−1}((−∞; c)) | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ R. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÅÓÌÉ Re f É Im f ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ôÏÇÄÁ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ,

L^p = {f ∈ C^X : f ÉÚÍÅÒÉÍÁ É |f|^p ∈ F^1}:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, L^1 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F^1, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ, Á L^p ÉÚ ÔÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, p-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L^1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÔÏ f ∈ L^1 ⇐⇒ |f| ∈ L^1. œÐÒÏÞÅÍ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I^{′′} ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F^1([0; 1]).

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ F^1 ÐÒÉ- ÂÌÉÖÁÌÁÓØ ÂÙ ÐÏ ÐÒÅÄÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_1 ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ L^1 ∩ ˘(X) (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9), Á, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ Œ L^1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ⊂ X ÉÚÍÅÒÉÍÏ ⇐⇒ —¯(A) + —¯(X \ A) = ¯(X).

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ÎÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔÒÅÚËÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2 (ËÁË?)

ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ. ðÏÌÎÏÔÁ L^p.

ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, X | ËÏÍÐÁËÔ, I ∈ C(X)^∗ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ¯ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ËÏÎÅÃ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : D → C , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D ⊂ X, ÔÁËÏÍ, ÞÔÏ ¯(X \ D) = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ g ∈ L^1 (Ô.Å. f = g Ð.Œ.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ I(f) = I(g).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-III). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^1 ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_n ⩽ f_{n+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = lim_n f_n(x) (ÄÌÑ ÔÅÈ x, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ôÏÇÄÁ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ⇐⇒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(f_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ I(f) = lim_n I(f_n). úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. úÄÅÓØ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-II, ÎÅ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ lim_n f_n(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f_n ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

(=⇒). œÙÂÅÒÅÍ g ∈ L^1, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ f. ôÏÇÄÁ f_n ⩽ g Ð.Œ., ÐÏÜÔÏÍÕ I(f_n) = I^{′′}(f_n) ⩽ I^{′′}(g) (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ).

(⇐=). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-I ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I^{′′}(f) = lim_n I^{′′}(f_n) ¡ ∞. ðÏÜÔÏÍÕ f ¡ ∞ Ð.Œ. (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÏÌÏÖÉÍ A = {x ∈ X : f(x) ¡ ∞}, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ g = fØ_A; g_n = f_nØ_A. ôÏÇÄÁ g_n ↑ g Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÐÒÉÞÅÍ g_n ∼ f_n, Á g ∼ f. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(g_n)} = {I(f_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-II, g ∈ L^1 É I(g) = lim_n I(g_n) = lim_n I(f_n). äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (æÁÔÕ). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^1, f_n ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ð.Œ. Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ f ∈ R^X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(f_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ôÏÇÄÁ f ∈ L^1 É I(f) ⩽ lim_nI(f_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÌÏÖÉÍ g_n = inf_{k⩾n} f_k. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, g_n ↑ f Ð.Œ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g_n ∈ L^1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n É ŒŒÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ g_{np} = inf_{n⩽k⩽n+p} f_k . ôÏÇÄÁ g_{np} ∈ L^1 (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8 Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), É g_{np} ↓ g_n ÐÒÉ p → ∞ Œ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(g_{np})}_{p∈N}, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÒÉ- ÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-II Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {−g_{np}}_{p∈N}, ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ, ÞÔÏ g_n ∈ L^1. ðÏÓËÏÌØËÕ g_n ⩽ f_n, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(g_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏ- ÌÏÖÉÍ g(x) = lim_n g_n(x) (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ); ÔÏÇÄÁ g ∼ f (ÓÍ. ŒÙ- ÛÅ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-III, g (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É f) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É I(f) = I(g) = lim_n I(g_n) = lim_nI(g_n) ⩽ lim_nI(f_n), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} É ÆÕÎËÃÉÉ f, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ æÁÔÕ, É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ I(f) ¡ lim_n I(f_n).

2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ f_n ⩾ 0 Œ ÔÅÏÒÅÍÅ æÁÔÕ ÎÅÌØÚÑ ÕÂÒÁÔØ. 3) ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ f_n ⩾ F , ÇÄÅ F ∈ L^1.

õËÁÚÁÎÉÅ. 1) óÍ. ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÕÐÒ. 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3.

2) ðÏÄÏÊÄÅÔ f ÉÚ ÕÐÒ. 11 (3) Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

óÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ œÙ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ (ÐÒÅÄ)ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^p(X; I) ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 10 (3) Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÐÏÌÎÏÔÕ L^p. ðÕÓÔØ {f_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ L^p. œÙÂÅ- ÒÅÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_{nk} }, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ‖f_{nk} − f_{nk−1} ‖_p ⩽ 1=2^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k. œŒÉ- ÄÕ ÕÐÒ. 5, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ {f_{nk} }. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ‖f_k − f_{k−1}‖_p ⩽ 1=2^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k (ÚÄÅÓØ f_0 = 0). ðÏÌÏÖÉÍ g_n =

∑_n k=1 |f_k − f_{k−1}|. ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, g_n ⩽ g_{n+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ðÕÓÔØ g(x) = lim_n g_n(x) (ËÏÎÅÞÎÏ, g ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ŒÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

I(g^p_n) = ‖g_n‖^p ⩽

(^n∑ k=1 ‖f_k − f_{k−1}‖_p

)_p ⩽ (^n∑ k=1 1=2^k

)_p

¡ 1:

ðÏÓËÏÌØËÕ g^p_n ↑ g^p, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-III ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g^p ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g^p ¡ ∞ Ð.Œ. (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (2) Ó ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ É g ¡ ∞ Ð.Œ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÑÄ ∑_∞ k=1 |f_k(x) − f_{k−1}(x)| ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ð.Œ. úÎÁÞÉÔ, ÒÑÄ ∑_∞ k=1(f_k (x) − f_{k−1}(x)) ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ð.Œ., Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim_n f_n(x) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = lim_n f_n(x) Œ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ X, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (É ËÏÎÅÞÅÎ), É f(x) = 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f_n → f Œ F^p. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ” ¿ 0 É ÐÏÄÂÅÒÅÍ N ÔÁË, ÞÔÏ ‖f_m − f_n‖_p ¡ ”, Ô.Å. I(|f_m − f_n|^p) ¡ ”^p ÐÒÉ m; n ¿ N. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ n ¿ N. ôÏÇÄÁ |f_m − f_n|^p → |f − f_n|^p Ð.Œ. ÐÒÉ m → ∞, É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÁÔÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |f − f_n|^p ∈ L^1 É I(|f − f_n|^p) ⩽ ”^p. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ f − f_n ∈ F^p, ÔÁË ÞÔÏ f ∈ F^p, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ | ÞÔÏ ‖f − f_n‖_p ⩽ ” (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f_n → f Œ F^p. îÏ f_n ∈ L^p, Á L^p ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ F^p. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ ËÏÍÐÁËÔ X É ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ∈ C(X)^∗ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_p ÎÁ C(X), ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖f‖_p = I(|f|^p)^{1=p}, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (C(X); ‖·‖_p) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏ Œ Ban_1) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ L^p(X; I).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (C(X); ‖ · ‖_p) → L^p → L^p, ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÆÁËÔÏÒ-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÅÒŒÏÅ ÉÈ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ŒÔÏÒÏÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ, É ÏÂÁ ÏÎÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ. úÎÁÞÉÔ, É ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ j ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 ÒÁÂÏÔÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X | ÏÔÒÅÚÏË, Á I | ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÎÁ C[a; b].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. 1) ðÕÓÔØ X = [0; 1] É ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÔÁË: I(f) = f(0). ïÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ [0; 1] É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^p(X; I).

2) ðÕÓÔØ {x_n} ⊂ [0; 1] | ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É {a_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C[0; 1] ÐÏÌÏÖÉÍ I(f) = ∑ n a_nf(x_n). ïÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ [0; 1] É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^p(X; I).

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÁ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ) ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅÂÅÇÁ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^1, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ð.Œ. Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ f ∈ C^X . ðÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ F ∈ L^1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |f_n(x)| ⩽ F (x) Ð.Œ. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ f ∈ L^1 É f_n → f Œ L^1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, I(f) = lim_n I(f_n).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅÂÅÇÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ æÁÔÕ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 4 (3)) Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n}, ÚÁÔÅÍ | Ë {−f_n}, É, ÎÁËÏÎÅÃ, Ë {|f − f_n|}.

ïÔ ÍÅÒÙ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X ÍÅÒÕ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I ∈ C(X)^∗. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ É Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ | ŒÚÑÔØ ĂÈÏÒÏÛÕÀĄ ÍÅÒÕ ÎÁ X É ÐÏ ÎÅÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ïÂÓÕÄÉÍ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒÁÈ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ. îÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f : X → C ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏŒ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(X); ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ‘^∞(X). úÁÍÙËÁÎÉÅ S(X) Œ ‘^∞(X) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C(X) ⊂ B(X).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f : X → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ, ÅÓÌÉ f^{−1}(B) ∈ Bor(X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B ∈ Bor(C ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. æÕÎËÃÉÑ f | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ⇐⇒ f^{−1}(U) ∈ Bor(X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔ- ËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ C ⇐⇒ f^{−1}(F ) ∈ Bor(X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ F ⊂ C .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. B(X) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B(X) ⊂ L^1(X; I).

ðÕÓÔØ ¯ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I ∈ B(X)^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I(Ø_B) = ¯(B) ÄÌÑ ŒÓÅÈ B ∈ Bor(X). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌÅÎ.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ⊂ B(X) ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I_¯. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ I_¯ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ X, ÔÁË ÞÔÏ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ŒÓÅ ŒÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÅÒÕ ÐÏ ÒÅÃÅÐÔÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. ëÁË É ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ¯. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ X } → {I ∈ C(X)^∗ : I ⩾ 0};

¯ → I_¯

| ÂÉÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ I → ¯_I , ÇÄÅ ¯_I (B) = I^{′′}(Ø_B) ÄÌÑ ŒÓÅÈ B ∈ Bor(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ X. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I = I_{¯I} , ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 6 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9 (ÚÁÍÅÎÉŒ Œ ÎÅÍ C(X) ÎÁ S(X)) É ÔÅÍ, ÞÔÏ I É I_{¯I} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁ S(X). åÓÌÉ ÖÅ ¯ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ, I = I_¯ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É ¯^′ = ¯_I | ÍÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ I, ÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ¯ = ¯^′ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË: ŒÏÚØÍÉÔÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊂ X É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ ¯ É ¯^′, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K_n ⊂ U ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ¯(K_n) → ¯(U) É ¯^′(K_n) → ¯^′(U). äÁÌØÛÅ ŒÏÚØÍÉÔÅ f_n ∈ C(X) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ø_{Kn} ⩽ f_n ⩽ Ø_U (ÚÄÅÓØ ÐÏÍÏÖÅÔ ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÕÐÒ. 9 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9). ôÏÇÄÁ I(f_n) → ¯(U), É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ I(f_n) → ¯^′(U).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÅÒÁÈ. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ŒÍÅÓÔÏ L^p(X; I) ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ L^p(X; ¯) (ÕËÁÚÙŒÁÑ ÎÅ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, Á ÎÁ ÍÅÒÕ). œÍÅÓÔÏ I_¯(f) ÞÁÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∫ X f(x) d¯(x) ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ∫ X f d¯ É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ ÍÅÒÅ ¯.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. äÏËÁÚÙŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5, ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÓÔÉ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÍÅÒÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÅ œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 12 ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ¯ ÂÙÌÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ É œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÃÅÓÓ \ÍÅÒÁ → ÉÎÔÅÇÒÁÌ → ÍÅÒÁ" ÄÁ- ÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ĂÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÔØĄ ÍÅÒÕ ¯: ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÞÔÏ ŒÒÏÄÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÅÒ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÅÒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ïÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÕÖÅ ÎÅÄÁÌÅËÏ ÄÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÓÅÈ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÙÈ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ C(X). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ (Ô.Å. ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ C ), ÔÏ ÏÐÉÓÁÎ- ÎÁÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÂÉÅËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ C(X)^∗ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ M(X) ŒÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÅÒ ÎÁ X. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, M(X) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁ- ÔÉÔØ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÂÁÎÁÈÏŒÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÅÒÅ ÅÅ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ŒÁÒÉÁÃÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÉÅËÃÉÑ M(X) ∼= C(X)^∗ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ-íÁÒËÏŒÁ-ëÁËÕÔÁÎÉ.

åÓÌÉ ÖÅ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(X), ÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 12 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ B(X)^∗ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ

É œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ) ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÁÒÉÁÃÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ C(X) ,→ B(X) | ÜÔÏ ÔÏÔ ÓÁÍÙÊ ĂÒÅÇÕÌÑÒÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÅËÔÏÒĄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

ëÁË œÙ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÔÅ, ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ÎÏ É ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ. èÏÔÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÎÁ ÎÅÊ (Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ É ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ X ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ðÕÓÔØ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_c(X) ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C_c(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ôÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 9): ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒ.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÅÓÑ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ X, ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ I^′, I^{′′}, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F^p, L^p É L^p ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ (Ó ÚÁÍÅÎÏÊ C(X) ÎÁ C_c(X)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ X = N Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ôÏÇÄÁ C_c(X) | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ c_{00} ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I : c_{00} → C ÆÏÒÍÕÌÏÊ I(f) = ∑ n f(n). ïÐÉÛÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅ- ÒÁ ¯ (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÉÔÁÀÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ N), É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L^p(N) = L^p(N) = F^p(N) = ‘_p.

ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ X = R, Á I | ÏÂÙÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_c(R)), ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R. åÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ òÉÍÁÎÁ ÎÁ C[a; b] (ÐÏÞÅÍÕ?) çÏŒÏÒÑ Ï ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ L^p-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÉÍŒÏÌ ¯ É ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ L^p(R) ÉÌÉ L^p[a; b].

ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ É Ï ÐÏÌÎÏÔÅ L^p ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÉÌÕ É Œ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÉÞÅÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ!)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÏÔËÁÚÅ ÏÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ L^p (Á ÔÁËÖÅ F^p É L^p) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3, 4 É 17 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 10).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ L^{p1} (R) ⊄ L^{p2} (R) ÐÒÉ p_1 ≠ p_2.

þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÑ X = N (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15), ÔÏ ÚÄÅÓØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒËÌÀÞÅ- ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ L^p-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÑÍÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ X (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 2).

îÁËÏÎÅÃ, ÔÅÏÒÅÍÁ 5 (É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ-íÁÒËÏŒÁ-ëÁËÕÔÁÎÉ) Œ ÎÅËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. óÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Œ ËÏÎÃÅ ÌÅËÃÉÉ 9. ôÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁíÁÒËÏŒÁ-ëÁËÕÔÁÎÉ (Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ) ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ËÎÉÇÅ èØÀÉÔÔÁ É òÏÓÓÁ ĂáÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚĄ. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÅÂÅÇÏŒ- ÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ (ŒÎÁÞÁÌÅ | ÍÅÒÁ, ÐÏÔÏÍ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÔÏÍÅ äÁÎÆÏÒÄÁ É ûŒÁÒÃÁ (ĂìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙĄ) ÉÌÉ Õ æÅÄÏÒÏŒÁ (ĂôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚĄ).