ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 12.

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ÏÄÎÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁÉ- ÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ É ÐÏÄÄÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌ- ÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 3). îÏÒÍÁ Œ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. óËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, ŒÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) Œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ H | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ^1 ÎÁÄ C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R : H × H → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ

1) R(˘x + ¯y; z) = ˘R(x; z) + ¯R(y; z),

2) R(x; ˘y + ¯z) = —˘R(x; y) + —¯R(x; z) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y; z ∈ H; ˘; ¯ ∈ C .

ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ, ÅÓÌÉ

3) R(y; x) = R(x; y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H,

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ

4) R(x; x) ⩾ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H,

É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ

5) R(x; x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

ðÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ŒÓÅÍÉ ÐÑÔØÀ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ H.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ R(x; y) ÐÉÓÁÔØ ⟨x; y⟩.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ⟨x; y⟩ =

∑_n

i=1 x_i —y_i.

ðÒÉÍÅÒ 2. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ‘^2 ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ ⟨x; y⟩ = ∑_∞ i=1 x_i —y_i. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ: ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ab ⩽^1_2 (a^2 + b^2), ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ R.

ðÒÉÍÅÒ 3. æÏÒÍÕÌÁ ⟨f; g⟩ =

∫_b a f(t)g(t) dt ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[a; b].

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

1âÕËŒÁ H | Œ ÞÅÓÔØ çÉÌØÂÅÒÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÕÓÔØ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, I : C_c(X) → C | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, Á ¯ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ôÏÇÄÁ ⟨f; g⟩ = I(f —g) = ∫ X f(x)g(x) d¯(x) | ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ C_c(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f; g ∈ L^2(X; ¯), ÔÏ fg ∈ L^1(X; ¯).

ðÒÉÍÅÒ 5. éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 4, ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ ÎÁ L^2(X; ¯). ôÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ L^2(X; ¯) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 10).

ðÕÓÔØ H | ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ H ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ‖x‖ = √ ⟨x; x⟩. (íÙ ÅÝÅ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ, ÎÏ ÓËÏÒÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ-ûŒÁÒÃÁ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |⟨x; y⟩| ⩽ ‖x‖‖y‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ≠ 0 É y ≠ 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˘ ∈ C ÉÍÅÅÍ ⟨x − ˘y; x − ˘y⟩ ⩾ 0, Ô.Å.

‖x‖^2 − —˘⟨x; y⟩ − ˘⟨y; x⟩ + |˘|^2‖y‖^2 ⩾ 0:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ˘ =^{⟨x;y⟩}_{‖y‖2} , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖x‖^2 −^{|⟨x;y⟩|2}_{‖y‖2} ⩾ 0. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ |⟨x; y⟩| = ‖x‖‖y‖ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ x É y.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ ‖ · ‖: H → [0; +∞), ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖x‖ = √ ⟨x; x⟩, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÕÞÅÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ-ûŒÁÒÃÁ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ H ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‖x + y‖^2 = ‖x‖^2 + ⟨x; y⟩ + ⟨y; x⟩ + ‖y‖^2 = ‖x‖^2 + 2 Re⟨x; y⟩ + ‖y‖^2 ⩽ ⩽ ‖x‖^2 + 2|⟨x; y⟩| + ‖y‖^2 ⩽ ‖x‖^2 + 2‖x‖‖y‖ + ‖y‖^2 = (‖x‖ + ‖y‖)^2:

üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÏ- ÌÏÖÉÔØ ‖x‖ = √ ⟨x; x⟩.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ H × H.

îÏÒÍÁ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÐÒÉÑÔÎÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖x+y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ x É y (Ô.Å. ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ; ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5 (ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ). œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

‖x + y‖^2 + ‖x − y‖^2 = 2(‖x‖^2 + ‖y‖^2):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. 1) îÏÒÍÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (C^n ; ‖ · ‖_p) (ÄÌÑ n ⩾ 2; p ≠ 2), c_0, ‘^∞, ‘^p, (C[a; b]; ‖ · ‖_p) É L^p[a; b] (ÄÌÑ p ≠ 2) ÎÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ Œ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÉ Norm_1.

2)^∗ îÏÒÍÁ Œ ŒÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ C^n ) ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÉËÁËÏÊ ÎÏÒÍÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ (ÄÁÖÅ) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm.

åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ: ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏ- ŒÉÔØ, ÚÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÉÍ ÎÏÒÍÕ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7 (ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ R | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

R(x; y) = 1 4 3∑ k=0 i^kR(x + i^ky; x + i^ky):

á ÔÅÐÅÒØ | ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖x‖ = √ ⟨x; x⟩, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (C^n ; ‖ · ‖_2) É ‘^2 | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6, ÕÐÒ. 8).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ H | ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ~H | ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ôÏ- ÇÄÁ ÎÏÒÍÁ Œ ~H ÐÏÒÏÖÄÁÅÔcÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ H. (çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ).

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(X; ¯) | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ.

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÂÌÉÖÅ ÓÏ ÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ H | (ÐÏËÁ ÞÔÏ) ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. œÅËÔÏÒÙ x; y ∈ H ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ÐÉÛÕÔ x ⊥ y), ÅÓÌÉ ⟨x; y⟩ = 0. íÎÏÖÅÓÔŒÁ M; N ⊂ H ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (ÐÉÛÕÔ M ⊥ N), ÅÓÌÉ x ⊥ y ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M; y ∈ N. óÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {x_i}_{i∈I} ⊂ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ x_i ⊥ x_j ÐÒÉ i ≠ j.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. 1) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ. 2) åÓÌÉ {x_i}^n_{i=1} | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, É x = ∑ i x_i, ÔÏ ‖x‖^2 = ∑ i ‖x_i‖^2 (ĂôÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁĄ).

3) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ x ∈ H, É ÐÕÓÔØ H_0 | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H. œÅËÔÏÒ y ∈ H_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ x ÎÁ H_0, ÅÓÌÉ x − y ⊥ H_0.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (X; æ) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ æ(x; Y ) = inf{æ(x; y) : y ∈ Y }. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ H ÄÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_0 ⊂ H | ÜÔÏ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ x ÎÁ H_0. ôÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. œÅËÔÏÒ y ∈ H_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ x ÎÁ H_0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ‖x − y‖ = æ(x; H_0) (Ô.Å. ËÏÇÄÁ y | ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ H_0, ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (=⇒). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z ∈ H_0

‖x − z‖^2 = ‖x − y‖^2 + ‖y − z‖^2 ⩾ ‖x − y‖^2;

Ô.Å. ‖x − y‖ = æ(x; H_0).

(⇐=). œÏÚØÍÅÍ z ∈ H_0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’(t) = ‖x−y +tz‖^2 (t ∈ R). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’(t) = ‖x − y‖^2 + 2t Re⟨x − y; z⟩ + t^2‖z‖^2. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ’ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÒÉ t = 0, ÏÔËÕÄÁ Re⟨x − y; z⟩ = 0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ (t) = ‖x − y + itz‖^2, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ É Im⟨x−y; z⟩ = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ⟨x−y; z⟩ = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ H_0, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÊ. œÎÁÞÁÌÅ | ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ H ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ⊂ H, ÔÏ H_0 ÚÁÍËÎÕÔÏ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÏÇÏ H ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÐÒÏÅËÃÉÉ). ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H_0 ⊂ H | ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ y ∈ H_0, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ x ÎÁ H_0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ d = æ(x; H_0). œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ y ∈ H_0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ‖x − y‖ = d. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {y_n} ⊂ H_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖x−y_n‖ → d ÐÒÉ n → ∞, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÎÁÍ y.

œÏÚØÍÅÍ ” ¿ 0 É ÐÏÄÂÅÒÅÍ N ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖x−y_n‖^2 ⩽ d^2 +” ÐÒÉ n ¿ N. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ x − y_n É x − y_m (ÇÄÅ m; n ¿ N) ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ:

‖y_m − y_n‖^2 = 2(‖x − y_n‖^2 + ‖x − y_m‖^2) − ‖2x − y_n − y_m‖^2 =

= 2‖x − y_n‖^2 + 2‖x − y_m‖^2 − 4 ‖ ‖x − y^n + y^m 2 ‖ ‖^2 ⩽ 2(d^2 + ”) + 2(d^2 + ”) − 4d^2 = 4”;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖x −^{yn+ym}_2 ‖ ⩾ d. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {y_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ŒŒÉÄÕ ÐÏÌÎÏÔÙ H É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ H_0) Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ y ∈ H_0. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ‖x − y_n‖ → d ÐÒÉ n → ∞, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖x − y‖ = d, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ y (ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÕÀ, ËÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÎÏÔÙ H É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ H_0) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÏÌÎÏÔÙ H Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÂÒÁÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M^⊥ = {y ∈ H : y ⊥ M}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 8) | ÓËÏÒÏ ÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 8.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. 1) M^⊥ | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H;

2) {0}^⊥ = H; H^⊥ = {0}; 3) M_1 ⊂ M_2 =⇒ M^⊥_2 ⊂ M^⊥_1 ; 4) M^{⊥⊥} ⊃ M.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ É H_0 ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

H_0 ⊕_2 H^⊥_0 → H; (x; y) → x + y

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Ban_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÉ- ÆÁÇÏÒÁ, Á ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÅËÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. (óÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11).

1) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ H^{⊥⊥}_0 = H_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_0 ⊂ H.

2) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÎÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÉ, ÎÉ Ð.1) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÏÌÎÙÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ìÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏ- ÐÏÌÎÑÅÍÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ËÁË ÐÏËÁÚÁÌÉ ìÉÎÄÅÎÛÔÒÁÕÓÓ É ãÁÆÒÉÒÉ, ÅÓÌÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Œ Ban ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X → Y ÍÅÖÄÕ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ’(˘x + ¯y) = —˘’(x) + —¯’(y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ X É ˘; ¯ ∈ C .

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (òÉÓÓ). ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ J : H → H^∗, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ y ∈ H Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ F_y, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F_y(x) = ⟨x; y⟩. ôÏÇÄÁ J ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ F_y ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖F_y‖ = ‖y‖ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F_y(y) = ‖y‖^2. ðÏ- ÜÔÏÍÕ J ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ) ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ∈ H^∗ | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ðÏÌÏÖÉÍ H_0 = Ker f. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, H = H_0 ⊕ H^⊥_0 . ðÏÓËÏÌØËÕ f : H → C ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÉÍÅÅÍ H^⊥_0 ∼= H=H_0 ∼= C (ÓÒ. ÕÐÒ. 25 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 7), ÏÔËÕÄÁ dim H^⊥_0 = 1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x_0 ∈ H_0 É ÐÏÄÂÅÒÅÍ ˘ ∈ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ f = F_{˘x0} . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ÏÂÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f É F_{˘x0} ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ H_0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f = F_{˘x0} ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f(x_0) = F_{˘x0} (x_0). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÖÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ f(x_0) = —˘‖x_0‖^2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f = F_{˘x0} ÄÌÑ ˘ = f(x_0)=‖x_0‖^2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ J ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ H É H^∗, ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ Ban_1: ÏÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ. œÐÒÏÞÅÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ H É H^∗ ŒÓÅ ÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ H ÍÙ ŒÓËÏÒÅ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÍÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ òÉÓÓÁ, ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ É ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ É ÐÒÅÄÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 8. ðÏËÁÖÉÔÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ H^{⊥⊥}_0 = H_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_0 Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H. œÅÒÎÏ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ H | ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ?

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ëÁËÉÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉĄ? ëÁÖÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H_1 → H_2 ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ U ÂÉÅËÔÉŒÅÎ É ⟨Ux; Uy⟩ = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H_1. ðÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ | ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H_1 → H_2 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ⟨Ux; Uy⟩ = ⟨x; y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ H_1) ⇐⇒ ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm_1.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ T = {z ∈ C : |z| = 1} | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ C , ÓÎÁÂÖÅÎ- ÎÁÑ ÍÅÒÏÊ ĂÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 2ßĄ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÅÒÁ ÎÁ T ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ f →^1_{2ß} ∫ f d’ ÎÁ C(T). (íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ: ÍÅÒÁ ÎÁ T ŒŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ¯(B) =^1_{2ß} ˘(^{−1}(B)), ÇÄÅ B | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T, ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ : [−ß; ß] → T ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t) = e^{it}, Á ˘ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.) ðÏÌÏÖÉÍ H_1 = L^2(T) É H_2 = L^2[−ß; ß]; ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H_1 → H_2; (Uf)(t) =^{1√}_{2ß} f(e^{it}) | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : T → C ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ⇐⇒ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ∘ : [−ß; ß] → C ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔ f). ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ L^p-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÁË ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚÏË É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ | ÎÁÕËÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÁÑĄ, ÞÅÍ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. íÁÔÅÒÉÁÌ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ (ËÁË É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ) ÌÅËÃÉÉ | ÜÔÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ĂÓÁÍÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑĄ ÞÁÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏ ŒÓÅÍ ÜÔÏÍ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ (ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ/æÏÍÉÎ, ëÉÒÉÌÌÏŒ/çŒÉÛÉÁÎÉ, òÉÄ/óÁÊÍÏÎ : : : ) | ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÌÅËÃÉÑÍ. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 4 É ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ ÓÍ. ËÎÉÇÕ èÁÌÍÏÛÁ ĂôÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙĄ. íÎÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ ÔÏÇÏ ÖÅ èÁÌÍÏÛÁ ĂçÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÚÁÄÁÞÁÈĄ É (ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ) ĂëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ.