ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 13.

ïÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÝÉÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓŒÏÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ), ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ. óÅÇÏÄÎÑ ÎÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. œ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ëÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÐÏÈÏÖÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ.

ðÕÓÔØ H | (ÐÏËÁ ÞÔÏ) ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_i}_{i∈I} ⊂ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ⟨e_i; e_j⟩ = ffi_{ij} ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j ∈ I.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ H = ‘^2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_n ∈ ‘^2 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ n-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, {e_n}_{n∈N} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÏÐÉÓÁÎÁ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÎÏ ĂŒ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÉÞØÑÈĄ.

ðÒÉÍÅÒ 2 (ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ). ðÕÓÔØ H = L^2[−ß; ß] É e_n(t) =^{1√}_{2ß} e^{int}. ôÏÇÄÁ {e_n}_{n∈Z} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3 (ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ). ðÕÓÔØ ÓÎÏŒÁ H = L^2[−ß; ß]. ëÁË ÎÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {^{1√}_{2ß} ;^{1√}_ß cos kt;^{1√}_ß sin kt}_{k∈N} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ {e_0;^{1√}_2 (e_k + e_{−k});^{1√}_2 (e_k − e_{−k})}_{k∈N}, ÇÄÅ {e_n} | ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4 (ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ). ðÕÓÔØ H = L^2(T) É e_n(z) = z^n. ôÏ- ÇÄÁ {e_n}_{n∈Z} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ U : L^2(T) → L^2[−ß; ß]; (Uf)(t) =^{1√}_{2ß} f(e^{it}) (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ). ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÌÌÀ- ÓÔÒÉÒÕÀÔ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ ÐÏ ÓÉÎÕÓÁÍ É ËÏÓÉÎÕÓÁÍ É ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

ðÒÉÍÅÒ 5 (óÉÓÔÅÍÁ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ). ðÕÓÔØ H = L^2[0; 1]. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ Z_+ ÐÏÌÏ- ÖÉÍ r_n(t) = sign sin(2^nßt):

ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {r_n}_{n∈Z+} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ. ïÎÁ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ {e_i}_{i∈I} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, É ÐÕÓÔØ x ∈ H. þÉÓÌÁ c_i = ⟨x; e_i⟩ (i ∈ I) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ æÕÒØÅ ŒÅËÔÏÒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. äÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ e_1; : : : ; e_N Œ H, ŒÅËÔÏÒ x ∈ H É ŒÅËÔÏÒ y ∈ span{e_1; : : : ; e_N } (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ span ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ). ëÁË ÎÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ y, ÚÎÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ x É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ e_i-ÙÈ? ðÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÅÇÏ!) ÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÔŒÅÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {e_n}^N_{n=1} ⊂ H, ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H É ÌÀÂÙÈ a_1; : : : ; a_N ∈ C ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖ ‖x − N∑ n=1 a_ne_n ‖ ‖^2 = ‖x‖^2 − N∑ n=1 |c_n|^2 + N∑ n=1 |a_n − c_n|^2;

ÇÄÅ {c_n} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ {e_n}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ H_N = span{e_1; : : : ; e_N } É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pr_{HN} x ÐÒÏÅËÃÉÀ x ÎÁ H_N (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ôÏÇÄÁ

1) æ(x; H_N )^2 = ‖x‖^2 −

∑_N n=1 |c_n|^2;

2) Pr_{HN} x =

∑_N n=1 c_ne_n;

3) ‖ Pr_{HN} x‖^2 =

∑_N

n=1 |c_n|^2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÅËÃÉÑ x ÎÁ H_N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÎÏ H ÉÌÉ ÎÅÔ (ÓÒ. ÕÐÒ. 11 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÓÓÅÌÑ). ðÕÓÔØ {e_n}_{n∈N} | ÓÞÅÔÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H, É ÐÕÓÔØ {c_n} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑ n |c_n|^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ∑ n |c_n|^2 ⩽ ‖x‖^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ 1) ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÓÓÅÌÑ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ H | ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, {x_n} | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÌÏÖÉÍ H_n = span{x_1; : : : ; x_n}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ {e_n}, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ span{e_1; : : : ; e_n} = H_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ), H_n = H_{n−1} ⊕ (H^⊥_{n−1} ∩ H_n) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ⩾ 2. œŒÉÄÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ {x_n}, H_{n−1} ≠ H_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ e_1 = x_1=‖x_1‖, Á ÐÒÉ n ⩾ 2 ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ e_n ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÚ H^⊥_{n−1} ∩ H_n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÏÓËÏÌØËÕ dim(H^⊥_{n−1} ∩ H_n) = 1, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÒÁŒÎÏÇÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. œÅÒÏÑÔÎÏ, ÉÚ ËÕÒÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ œÙ ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÎÁÈÏÄÉÔØ e_n-ÙÅ ÐÏ x_n-ÙÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÌÏÖÉÍ e_1 = x_1=‖x_1‖. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ e_1; : : : ; e_n ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ

~e_{n+1} = x_{n+1} − Pr_{Hn} x_{n+1} = x_{n+1} − n∑ k=1 ⟨x_{n+1}; e_k⟩e_k

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ H_n É ÌÅÖÉÔ Œ H_{n+1}. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ e_{n+1} = ~e_{n+1}=‖~e_{n+1}‖. üÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ {e_n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÁ-ûÍÉÄÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ H = L^2(R) É x_n(t) = t^ne^{−t2 =2} (n ∈ Z_+). ðÏÓÌÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ {x_n} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ {h_n} ⊂ L^2(R), ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ üÒÍÉÔÁ.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØ- ÎÙÍÉ (ÐÒÅÄ)ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÈÏÔÑ ŒÓÅ, Ï ÞÅÍ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÅ- ÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. œÐÒÏÞÅÍ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ŒÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏŒÙ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^2[a; b], L^2(T) É L^2(R) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ),ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ H ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÁ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÓÔÒÏÉÔØ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀĄ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ {e_n} Œ H. ëÏ- ÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ H | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ H = span{e_n}, ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ (ÓÍ. ÕÐÒ. 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 6). œÏÔ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØÎÙÍ Œ X, ÅÓÌÉ span M = X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. 1) ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ H ÔÏÔÁÌØÎÏ ⇐⇒ M^⊥ = {0}.

2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÔÁÌØÎÁ Œ L^2[−ß; ß] (ÉÌÉ, ÓÍÏÔÒÑ ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ, Œ L^2(T)).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ Œ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÁÑ ÔÏÔÁÌØÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÐÌÏÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÕÐÒ. 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 5). œÙÂÅÒÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ {x_n} Œ H_0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÅ 2). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÉÓÔÅÍÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?)

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, {e_n} | ÔÏ- ÔÁÌØÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ H. ôÏÇÄÁ

1) ëÁÖÄÙÊ x ∈ H ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ x = ∑ n c_ne_n, ÇÄÅ c_n = ⟨x; e_n⟩ (ÒÑÄ æÕÒØÅ);

2) åÓÌÉ x = ∑ n a_ne_n, ÔÏ a_n = c_n (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ);

3) ‖x‖^2 = ∑ n |c_n|^2 (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ);

4) åÓÌÉ x = ∑ n c_ne_n É y = ∑ n d_ne_n, ÔÏ ⟨x; y⟩ = ∑ n c_n —d_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ëÁË É ŒÙÛÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÐÏÌÏÖÉÍ H_N = span{e_1; : : : ; e_N }. ôÏÇÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1, ‖x −

∑_N n=1 c_ne_n‖ = æ(x; H_N ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æ(x; H_N ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ, ÏÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ÒÁŒÎÏÍÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, æ(x; ∪_N H_N ). îÏ ∪_N H_N ÐÌÏÔÎÏ Œ H ŒŒÉÄÕ ÔÏÔÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ {e_n}; ÏÔÓÀÄÁ ‖x −

∑_N n=1 c_ne_n‖ → 0 ÐÒÉ N → ∞, Ô.Å. x = ∑ n c_ne_n.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2) É 4) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ 1) É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Á 3) | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 4).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3 (ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ æÕÒØÅ). ëÁÖÄÁÑ f ∈ L^2[−ß; ß] ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÐÏ L^2-ÎÏÒÍÅ ÒÑÄÁ

f(t) = 1 √ 2ß ∞∑ n=−∞ c_ne^{int}; ÇÄÅ c_n = 1 √ 2ß ∫_ß −ß f(t)e^{−int}dt:

œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÏÔÁÌØÎÙÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏÓÑÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ôÏÔÁÌØÎÁÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ïÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ {e_n} ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ‘^2. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. 1) ïÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÔÁÌØÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ.

2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÐÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ | ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ. á ËÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ æÕÒØÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ? éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÓÓÅÌÑ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ, Ô.Å. ÌÅÖÁÔ Œ ‘^2. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ | É ÔÕÔ ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÌÎÏÔÁ | ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (òÉÓÓ, æÉÛÅÒ). ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, {e_n} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ H. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U : H → ‘^2, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ x ∈ H ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {⟨x; e_n⟩} ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ æÕÒØÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H ÎÁ ‘^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ U | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÝÉÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Im U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÔÅÎ Œ ‘^2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Im U ÚÁÍËÎÕÔ ŒŒÉÄÕ ÐÏÌÎÏÔÙ H É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ U (ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 7). äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (c_n) ∈ ‘^2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ H, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ c_n = ⟨x; e_n⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

ðÒÉÍÅÒ 8 (ÉÚ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ Ó œÁÍÉ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ üÒÍÉÔÁ {h_n} (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 6) ÔÏÔÁÌØÎÁ Œ L^2(R). ïÔ- ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L^2(R) → ‘^2, ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ üÒÍÉÔÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_n} ⊂ ‘^2. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ĂŒÏÌÎÏŒÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉĄ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ É ĂÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉĄ çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ. ïÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÉÔÁÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ òÉÄÁ É óÁÊÍÏÎÁ ĂíÅÔÏÄÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉĄ É üÍÈÁ ĂáÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ Œ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ É ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑĄ; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Ë ËÎÉÇÅ âÒÁÔÔÅÌÉ É òÏÂÉÎÓÏÎÁ ĂïÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ËŒÁÎÔÏŒÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÅ- ÈÁÎÉËÁĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ∼= H^∗ Œ Ban_1 (ÈÏÔÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ | ÎÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ; ÓÒ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ òÉÓÓÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ-æÉÛÅÒÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H ∼= (C^n ; ‖ · ‖_2), ÇÄÅ n = dim H.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ-æÉÛÅÒÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SepH ilb, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 3). ðÏÌÎÁÑ

ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_+ ∪ {∞}, ĂÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅĄ I : Ob(SepH ilb) → Z_+ ∪ {∞} ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É ∞ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ĂÍÏÄÅÌØÎÙÅĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÜÔÏ (C^n ; ‖ · ‖_2) É ‘^2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. åÓÌÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ Ó ÎÅÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒĄ (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 2; ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ!), ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (Ô.Å. ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ) ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ-æÉÛÅÒÁ ÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H ∼= ‘^2(S), ÇÄÅ S | ÉÎÄÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÌÀÂÏÇÏ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ H (ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ H).

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

éÔÁË, ÏÂSSÅËÔÙ | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÎÙ. ðÏÇÏŒÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ï ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, Ô.Å. ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

ïÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÈÏÔÑ É ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏ- ÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ), ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ J_H : H → H^∗ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ H É ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ J_H (y)(x) = ⟨x; y⟩ (x; y ∈ H).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ T ∈ B(H_1; H_2) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ- ŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T^+ = J^{−1}_{H1} T^∗J_{H2} : H_2 → H_1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^+ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ

H^∗_1 H^∗_2

T^∗�

H_1

J_{H1} � H_2

J_{H2} � T^+ � ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ T^+ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. T^+ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ H_2 Œ H_1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ⟨T x; y⟩ = ⟨x; T^+y⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H_1; y ∈ H_2.

éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ T^∗ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ J_{H1} É J_{H2} ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ T^+ : H_2 → H_1 ÌÉÎÅÅÎ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ‖T^+‖ = ‖T ‖.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ËÁË ÜÔÏ É ÐÒÉÎÑÔÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ T^∗ ŒÍÅÓÔÏ T^+ É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T (ÏÐÕÓËÁÑ ÓÌÏŒÏ ĂÜÒÍÉÔÏŒÏĄ); ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÜÔÏ ÎÅ ŒÙÚÏŒÅÔ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∗: B(H) → B(H); T → T^∗ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ B(H). ðÏÓÍÏ- ÔÒÉÍ, ËÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ S; T ∈ B(H) É ˘; ¯ ∈ C . ôÏÇÄÁ

1) (˘S + ¯T )^∗ = —˘S^∗ + —¯T^∗; 2) (ST )^∗ = T^∗S^∗; 3) T^{∗∗} = T ; 4) ‖T^∗‖ = ‖T ‖; 5) ‖T^∗T ‖ = ‖T ‖^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ 4) ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ 1){3) | ÐÒÏ- ÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ 5). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖T^∗T ‖ ⩽ ‖T^∗‖‖T ‖ = ‖T ‖^2 ŒŒÉÄÕ 4). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

‖T x‖^2 = ⟨T x; T x⟩ = ⟨T^∗T x; x⟩ ⩽ ‖T^∗T x‖‖x‖ ⩽ ‖T^∗T ‖‖x‖^2

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ H. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ C -ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒŒÅÄÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ 1){3), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á ÓÁÍÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ. âÁÎÁ- ÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ ÂÁÎÁÈÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ 4). îÁËÏÎÅÃ, C^∗-ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ 5). óÁÍÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C^∗-ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ T^∗ = T .

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÅÓÌÉ ŒÐÅÒŒÙÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÌÙÛÉÔÅ), ÞÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ ⇐⇒ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, Œ ÌÀÂÏÍ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÒÍÉÔÏŒÁ, Ô.Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÕ T_{ij} = T_{ji} ÐÒÉ ŒÓÅÈ i; j.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ:

1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ‘^2; 2) ÐÒÁŒÙÊ É ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇÉ Œ ‘^2; 3) ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÓÄŒÉÇ Œ ‘^2(Z);

4) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ L^2(X; ¯); 5) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ L^2[a; b].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. œÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ 4) É 5), ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ 3. þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ 4) É 5), ÔÏ ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÑÓØ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ 3 É 5 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÎÏÒÍÕ. (ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: ÏÔŒÅÔ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁËÏÊ, ËÁË ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 3).

ëÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÎÁ B(H) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÐÅÒÁÔÏÒ P ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ⊂ H, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P |_{H0} = 1_{H0} É P |_H⊥_0 = 0.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_0 ⊂ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_0. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Œ H | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. 1) P ∈ B(H) | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ P^2 = P^∗ = P ;

2) T ∈ B(H) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T^∗T = 1_H ; 3) T ∈ B(H) ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T T^∗ = 1_H ; 4) U ∈ B(H) ÕÎÉÔÁÒÅÎ ⇐⇒ U ÏÂÒÁÔÉÍ É U^{−1} = U^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. ïÐÅÒÁÔÏÒ V ∈ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ (V^∗V )^2 = V^∗V . äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ T ∈ B(H), H_0 ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É P | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_0. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (ŒËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ T É P ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) T (H_0) ⊂ H_0;

2) T (H_0) ⊂ H_0 É T (H^⊥_0 ) ⊂ H^⊥_0 .

ëÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÍÉĄ? ïÂÝÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÛÌÁ ÒÅÞØ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ 3, ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÏÔŒÅÔ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ S ∈ B(H_1) É T ∈ B(H_2) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U : H_1 → H_2, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ: H_1^S � U � H_1 U � H_2^T � H_2

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H ilb ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ Ban, ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ H ilb_1 Œ Ban_1. ôÏÇÄÁ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 16 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÁË ÏÂSSÅËÔÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ End_{H ilb1} H ilb (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÓÄŒÉÇ T_b Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ‘^2(Z);

2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_e Œ L^2[−ß; ß], ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (T_ef)(t) = e^{it}f(t); 3) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_z Œ L^2(T), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (T_zf)(z) = zf(z).

íÏÒÁÌØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÁ: Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2(Z) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ T_e ÉÌÉ ÖÅ T_z. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(H) ÐÏÎÉÍÁÀÔ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ T .

îÁÌÉÞÉÅ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÏÅ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÇÌÕÂÖÅ ÐÏÎÑÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ Õ ÎÅÇÏ

ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É Ô.Ð. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÄ- ÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÜÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ T ∈ B(H) | ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ¯) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅ- ÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ X, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ T ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ T_f ∈ B(L^2(X; ¯)), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ g → fg.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. íÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ĂÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊĄ É ËÁË ÐÏ ÎÅÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ¯ | ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ X (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 11).

åÓÌÉ H ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÈÏÒÏÛÏ œÁÍ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ (=ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ) ÍÁÔÒÉÃ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = dim H, Á {˘_1; : : : ; ˘_n} | ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ X = {1; : : : ; n} É ÚÁÄÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f(k) = ˘_k (k = 1; : : : ; n).

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÅÒÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 8, ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Á ËÁËÉÅ | ÎÅÔ?

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ŒÁÖÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÂÙŒÁÀÔ É Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ èÁÒÄÉ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ L^2(T), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

H^2 = {f ∈ L^2(T) : ⟨f; z^n⟩ = 0 ∀n ¡ 0}:

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, H^2 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÅÈ f ∈ L^2(T), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÎÅËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ D ⊂ C É ËÁÖÄÏÇÏ 0 ¡ æ ¡ 1 ÐÏÌÏÖÉÍ

‖f‖_æ = ( 1 2ß ∫_ß −ß |f(æe^{it})|^2 dt

)_{1=2} : äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ H^2, ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ:

H^2 = {f : D → C : f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ‖f‖ = lim_{æ→1} ‖f‖_æ ¡ ∞}:

õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ É ÒÑ- ÄÁÍÉ ôÜÊÌÏÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2 ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ T_z (ÓÍ. ÕÐÒ. 12) Œ H^2.

þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÔÏ ÏÎ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕÝÕÀÓÑ ÓÈÏÖÅÓÔØ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÕÍÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ. îÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÆÁËÔ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁÈ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ËÎÉÇÁÈ ëÉÒÉÌÌÏŒÁ/çŒÉÛÉÁÎÉ, òÉÄÁ/óÁÊÍÏÎÁ, óÁÄÏŒÎÉÞÅÇÏ ĂôÅ- ÏÒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒĄ, ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ É óÏÂÏÌÅŒÁ ĂüÌÅÍÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁĄ, äÁÎ- ÆÏÒÄÁ/ûŒÁÒÃÁ (II ÔÏÍ) É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ. ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÏÂÝÉÈ (Ô.Å. ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÍ. ËÎÉÇÕ óÅËÅÆÁÌØŒÉ-îÁÄÑ É æÏÑÛÁ ĂçÁÒÍÏ- ÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅĄ É îÉËÏÌØÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÓÄŒÉÇÁĄ.