ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 2.

ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ).

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ Ó œÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Norm É Norm_1. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂSSÅËÔÙ | ŒÓÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÔÁËÏŒÙ:

h_{Norm}(X; Y ) = B(X; Y );

h_{Norm1} (X; Y ) = {T ∈ B(X; Y ) ; ‖T ‖ ⩽ 1}

ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. æÏÒÍÕÌÁ

‖T ‖ = sup{‖T x‖ ; ‖x‖ ⩽ 1} = inf{C ¿ 0 ; ‖T x‖ ⩽ C‖x‖ ∀ x ∈ X}

ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B(X; Y ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ) ËÏÌØÃÏ A, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÁË, ÞÔÏ ˘(ab) = (˘a)b = a(˘b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ C É a; b ∈ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖ab‖ ⩽ C‖a‖‖b‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ A.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(X) = B(X; X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÏÊ æ(x; y) = ‖x − y‖, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ X × X → X É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ C × X → X ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÜÔÉÍ ÄŒÕÍ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÎÉÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T : X → Y ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ; 2) T ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ; 3) T ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ 0.

éÔÁË, ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÌÉÃÁÍÉ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ (=ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ ÔÅ- ÐÅÒØ Ó ÎÉÍÉ ÐÏÂÌÉÖÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

ðÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

1. îÏÒÍÙ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÒÏÛÏ œÁÍ ÚÎÁËÏÍÁÑ^1 ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ ‖x‖_2 = (∑ i |x_i|^2)^12 (ÚÄÅÓØ x = (x_1; : : : ; x_n) ∈ C^n ).

íÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÎÏÒÍÙ ‖x‖_1 = ∑ i |x_i| É ‖x‖_∞ = max_i |x_i|. äÌÑ ÎÉÈ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÏÒÍÙ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. îÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ [1; +∞) ÆÏÒÍÕÌÁ ‖x‖_p = (∑ i |x_i|^p

) 1_p

ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ C^n . îÁÐÏÍÎÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÄŒÁ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÅÌØÄÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ p; q ∈ (1; +∞) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ^1_p +^1_q = 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ C^n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ∑ i |x_iy_i| ⩽ (∑ i |x_i|^p

) 1_p (∑ i |y_i|^q

) 1_q

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ f É g ∫_b a |f(t)g(t)| dt ⩽ (∫ b a |f(t)|^p dt

) 1_p (∫ b a |g(t)|^q dt

) 1_q

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÅÌØÄÅÒÁ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÎÁÍ É ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ŒÁÖÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ p ∈ [1; +∞). ôÏÇÄÁ (∑ i |x_i + y_i|^p

) 1_p ⩽ (∑ i |x_i|^p

) 1_p + (∑ i |y_i|^p

) 1_p (1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ C^n , É (∫ b a |f(t) + g(t)|^p dt

) 1_p ⩽ (∫ b a |f(t)|^p dt

) 1_p + (∫ b a |g(t)|^p dt

) 1_p (2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ f É g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ; ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÏ ÍÎÏ- ÇÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ úÏÒÉÞÁ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ (1) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_p ÎÁ C^n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. îÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÛÁÒÙ Œ (R^2; ‖ · ‖_p) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p.

: : : æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅÍ ÞÁÓÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÑŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÑÚÙËÁÈ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÍ. ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÐÒÏÑŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕÖÅ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ŒÙÒÁ- ÖÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ). á ŒÏÔ É ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÛÁÒÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ëÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ, Á ËÁËÏÊ | ÍÅÎØÛÅ? á ÔÅÐÅÒØ ÏÂÏÂ- ÝÉÔÅ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:

1ôÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÁ, ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. íÙ Ó œÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÜÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÚÖÅ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ 1 ⩽ p ¡ q ⩽ +∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1) ‖·‖_q ⩽ ‖·‖_p ÎÁ C^n (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÎÏÒÍÅ ‖·‖_p ÓÉÄÉÔ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖ · ‖_q).

2) îÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C_n ¿ 0 (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ^1 ÏÔ n!), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖ · ‖_p ⩽ C_n‖ · ‖_q ÎÁ C^n (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÎÏÒÍÅ ‖·‖_q ÐÏÐÁÄÅÔ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ‖·‖_p, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÚÄÕÔØ. ïÄÎÁËÏ ÒÁÚÄÕÔØ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ : : : )

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÓÌÕÖÉÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÅÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 | ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖·‖_1 ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ÎÏÒÍÕ ‖·‖_2 (É ÐÉÛÕÔ ‖·‖_1 ≻ ‖·‖_2 ÉÌÉ ‖·‖_2 ≺ ‖·‖_1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖x‖_2 ⩽ C‖x‖_1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X. îÏÒÍÙ ‖ · ‖_1 É ‖ · ‖_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (‖ · ‖_1 ∼ ‖ · ‖_2), ÅÓÌÉ ‖ · ‖_1 ≺ ‖ · ‖_2 É ‖ · ‖_2 ≺ ‖ · ‖_1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ T_i | ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖_i (i = 1; 2). ôÏÇÄÁ

‖ · ‖_1 ≻ ‖ · ‖_2 ⇐⇒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ T_1 ÎÅ ÓÌÁÂÅÅ, ÞÅÍ T_2.

ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ⇐⇒ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÅÔÒÉË æ_1, æ_2 ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X (æ_2 ≺ æ_1, ÅÓÌÉ æ_2( · ; · ) ⩽ Cæ_1( · ; · ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ¿ 0). ! ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÍÅÔÒÉË ÁÎÁÌÏÇ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅŒÅÒÅÎ. (ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÏÂÙÞÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_p É ‖ · ‖_q ÎÁ C^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. óËÏÒÏ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ C^n ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm (ÎÏ ÎÅ Norm_1!) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÉÞÅÍ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ | ËÁË É Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ.

2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. üÔÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^N ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÎÏÒÍÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ‘^∞ ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x_i)_{i∈N}. îÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ‖x‖_∞ = sup_i |x_i|.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ X | (ÐÒÅÄ)ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄ)ÎÏÒÍÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ X, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÐÒÅÄ)ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ c ⊂ ‘^∞ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ c_0 ⊂ c ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ. îÏÒÍÁ Œ c_0 É Œ c | ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ‘^∞. (úÁÍÅÔØÔÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ c_0 ÉÍÅÅÍ ‖x‖_∞ = max_i |x_i|).

1éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ çÅÌØÄÅÒÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ (ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ!), ÞÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C_n ÒÁŒÎÁ n^{1=p−1=q}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_0 ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ c, Á c ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ‘^∞.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ [1; +∞) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ‘^p ÓÏÓÔÏÉÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x_i), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ i |x_i|^p ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‘^p | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ‖x‖_p = (∑ i |x_i|^p

) 1_p ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ ‘^p.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. 1) ðÕÓÔØ 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ +∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘^p ⊂ ‘^q, É ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ‘^p Œ ‘^q ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘_p ≠ ‘_q ÐÒÉ p ≠ q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅ- ÐÏÞËÕ ‘^1 ⊂ : : : ⊂ ‘^p ⊂ : : : ⊂ c_0 ⊂ c ⊂ ‘^∞ (1 ¡ p ¡ +∞);

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ôÁËÉÅ ÃÅ- ÐÏÞËÉ (ÛËÁÌÙ) | ÄÏŒÏÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÅ ÑŒÌÅÎÉÅ Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ. þÁ- ÓÔÏ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. ôÁËÏŒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÛËÁ- ÌÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ óÏÂÏÌÅŒÁ (Ï ÎÉÈ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÎÉÇÕ ûÕÂÉÎÁ ĂìÅËÃÉÉ ÏÂ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉĄ).

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÏÒÍ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ c_{00} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (Ô.Å. ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x_i), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x_i = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ i). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≠ q ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_p É ‖ · ‖_q ÎÁ c_{00} ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ | ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C_n ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3 ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÁ ÜÔÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ‘^p ≠ ‘^q ÐÒÉ p ≠ q. íÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑÈ É Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÁÎÁÈÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ŒÍÅÓÔÏ N ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Z. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ‘^p(Z). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ‘^∞ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S:

ðÒÉÍÅÒ 5. åÓÌÉ S | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ‘^∞(S) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖_∞ = sup_{t∈S} |f(t)| (ËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ sup-ÎÏÒÍÏÊ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‘^∞(N) = ‘^∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ‘^p(S), ÅÓÌÉ S ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_b(X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X. îÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ | ÔÁ ÖÅ sup-ÎÏÒÍÁ, ÞÔÏ É Œ ‘^∞(X).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → C ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ X, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |f(t)| ¡ ” ÐÒÉ t =∈ K.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. åÓÌÉ X = R ÉÌÉ X = N, ÔÏ f ÉÓÞÅÚÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{t→∞} f(t) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_0(X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ÉÓ- ÞÅÚÁÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ C_0(X) ⊂ C_b(X). ëÁË É C_b(X), ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_0(X) ÎÁÄÅÌÑÀÔ (ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ) sup-ÎÏÒÍÏÊ. œÐÒÏÞÅÍ, ÅÓÌÉ f ∈ C_0(X), ÔÏ ‖f‖_∞ = max_{x∈X} |f(x)| (ÐÏÞÅÍÕ?)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c_0 = C_0(N).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_b(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ‘^∞(X), Á C_0(X) | Œ C_b(X).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. åÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ C_b(X) = C_0(X) = C(X). ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C[a; b] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.

4. L^p-ÎÏÒÍÙ ÎÁ C[a; b]. ëÒÏÍÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[a; b] ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÎÏÒÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 8. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ∈ [1; +∞) ÆÏÒÍÕÌÁ

‖f‖_p = (∫ b a |f(t)|^p dt

) 1_p

ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ C[a; b] (ÓÍ. ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ (2)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≠ q ÎÏÒÍÙ ‖·‖_p É ‖·‖_q ÎÁ C[a; b] ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÎÁ C[a; b] Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙĄ, ÞÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ. (úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÞÅÍÕ: Œ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ C[a; b] ÐÏÌÎÏ, Á Œ ÎÏÒÍÁÈ ‖ · ‖_p ÐÒÉ p ¡ ∞ | ÎÅÔ.) îÅÍÎÏÇÏ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^p[a; b], ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Œ ÓÅÂÅ C[a; b] É ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑĄ ÄÌÑ ÎÏÒÍ ‖ · ‖_p.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n[a; b] n ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b] ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ‖f‖ = max_{0⩽k⩽n} ‖f^{(k)}‖_∞

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ | ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ n-ÏÊ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. ëÏÎÅÞÎÏ, C^n[a; b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É Œ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÎÏÒÍÅ, ÎÏ ÏÎÁ ĂÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁĄ ÄÌÑ C^n[a; b] (Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, Œ ËÁËÏÍ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_p ĂÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁĄ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C[a; b] ÐÒÉ p ¡ ∞). þÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞[a; b], ÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑĄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ (ÚÁ- ÄÁÀÝÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ), ÎÏ ÅÅ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ. íÙ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. œÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÆÕÎË- ÃÉÊ, ËÒÏÍÅ (C[a; b]; ‖·‖_p) ÐÒÉ p ¡ ∞, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 10. åÓÌÉ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(X; Y ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÈ X Œ Y , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1).

ôÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÉÊ ÚÁÐÁÓ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÎÁÄÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉĄ, Á ËÁËÉÅ | ÎÅÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÅÒÎÅÍÓÑ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ Ë ÏÂÝÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ.

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ É ’ : X → Y | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÏÒÆÉÚÍ : Y → X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ’, ÅÓÌÉ ∘ ’ = 1_X É ’ ∘ = 1_Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.

íÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ’, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ’^{−1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. íÏÒÆÉÚÍ ’ : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ. ïÂSSÅËÔÙ X É Y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ X Œ Y .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÅÓÔØ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ^1 .

éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ŒÓÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÏÂSSÅËÔÅ X (ÏÓÔÁŒÁÑÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É Ï ÌÀÂÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ, ÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Set | ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Lin, G r, A b, Ring É Ô.Ð. | ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ T op, H T op, Metr | ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ; Œ Diff | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ T op_h | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Metr_1 | ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, Ô.Å. ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ. éÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ Œ Norm | ÜÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2). éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ X É Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(X; Y ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 1) T ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ;

2) óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c; C ¿ 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ c‖x‖ ⩽ ‖T x‖ ⩽ C‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X.

1éÚ ÍÅÈÍÁÔÓËÏÇÏ ÆÏÌØËÌÏÒÁ. üËÚÁÍÅÎÁÔÏÒ: ĂóËÁÖÉÔÅ, ÜÔÉ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ?Ą óÔÕÄÅÎÔ (ÎÅ- ÍÎÏÇÏ ÐÏÄÕÍÁŒ): ĂüÔÁ | ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ, Á ÜÔÁ | ÎÅÔĄ.

îÁËÏÎÅÃ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Norm_1 | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ‖T ‖ ⩽ 1 É ‖T^{−1}‖ ⩽ 1, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ‖T x‖ = ‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.) œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ n ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (C^n ; ‖ · ‖_p) (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ŒÓÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm. œ Norm_1 ÄÅÌÁ ÏÂÓÔÏÑÔ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ +∞ É n ⩾ 2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (C^n ; ‖ · ‖_p) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (C^n ; ‖ · ‖_1) É ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (C^n ; ‖ · ‖_∞) Œ Norm_1.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ +∞ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ (C^n ; ‖ · ‖_p) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÏŒ. üÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ x; y ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ‖x + y‖_p ⩽ ‖x‖_p + ‖y‖_p ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ x = ˘y. ÇÄÅ ˘ ¿ 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. (ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÏÒÍÁ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÁËÏÍÕ ĂÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕĄ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ.) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÉ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_1, ÎÉ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖_∞ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ (ÓÒ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ n ⩾ 2 É p ≠ q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (C^n ; ‖ · ‖_p) É (C^n ; ‖ · ‖_q) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Œ Norm_1, ÏÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ÎÅ ÔÁË-ÔÏ ÐÒÏÓÔÏ. (œÐÒÏÞÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, œÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ?)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Norm_1 ĂÕÌÁŒÌÉŒÁÅÔĄ ÂÏÌØÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÞÅÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Norm. þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÎÏ ÕÖÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm_1. îÁÕËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÌÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒĄ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. œÓÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÓÕ- ÖÄÁÌÉÓØ ŒÙÛÅ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ, ÅÓÔØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÔÏÍÅ ËÎÉÇÉ äÁÎÆÏÒÄÁ É ûŒÁÒÃÁ ĂìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙĄ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ, Ï ÞÅÍ Õ ÎÁÓ ÐÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ, É ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ŒÅÝÅÊ). íÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÅÓÔØ Œ ÎÅÄÁŒÎÏ ŒÙÛÅÄÛÅÊ ËÎÉÇÅ æÅ- ÄÏÒÏŒÁ ĂôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚĄ. ïÞÅÎØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É ÕŒÌÅËÁÔÅÌØÎÏ Ï ÒÁÚÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈĄ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÌÅËÃÉÑÈ N. Carothers’Á \A short course on Banach space theory" (http://personal.bgsu.edu/~carother/).