ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 3.

œÎÁÞÁÌÅ ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÏÂÅÝÁÎÉÅ, ÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. îÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‖ · ‖ | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ C^n , Á ‖ · ‖_2 | ÏÂÙÞÎÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i}^n_{i=1}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ C^n ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ^1 ÉÍÅÅÍ ‖x‖ = ‖ ∑ i x_ie_i‖ ⩽ ∑ i |x_i|‖e_i‖ ⩽ C‖x‖_2 ;

ÇÄÅ C = ( ∑ i ‖e_i‖^2)^{1=2}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖ · ‖ ≺ ‖ · ‖_2.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = ‖x‖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ (C^n ; ‖ · ‖_2). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |f(x) − f(y)| = | |‖x‖ − ‖y‖ | | ⩽ ‖x − y‖ ⩽ C‖x − y‖_2 :

ðÕÓÔØ S | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ (C^n ; ‖ · ‖_2) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ min_{x∈S} f(x) = a. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a ¿ 0 (ÔÁË ËÁË f | ÎÏÒÍÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÇÏ x ÉÍÅÅÍ y =^x_{‖x‖2} ∈ S, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖y‖ ⩾ a, ÏÔËÕÄÁ ‖x‖ ⩾ a‖x‖_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖ · ‖ ∼ ‖ · ‖_2. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ‘^p, c_0, C[a; b] ÎÅËÏÍ- ÐÁËÔÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ æ(x_n; x_m) ¿ ” ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 É ÌÀÂÙÈ m ≠ n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÞÔÏ ÍÙ ÓËÏÒÏ ÄÏËÁÖÅÍ).

ĂëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅĄ ÐÒÉÍÅÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÓÍ. ÐÒÏ- ÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ.

1. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ ˘ = (˘_i)^∞_{i=1} | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^∞. ðÕÓÔØ X | ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ‘^p (1 ⩽ p ⩽ ∞) ÉÌÉ c_0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_˘ : X → X ÔÁË:

T_˘(x_1; x_2; : : : ; x_n; : : : ) = (˘_1x_1; ˘_2x_2; : : : ; ˘_nx_n; : : : ) (x = (x_i) ∈ X)

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

1ôÁË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÅÌØÄÅÒÁ ÐÒÉ p = q = 2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. T_˘ : X → X | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖T_˘‖ = ‖˘‖_∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ X = ‘^p ÐÒÉ p ¡ ∞ (ÄÌÑ ‘^∞ É c_0 ŒÓÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ ‘^p ÉÍÅÅÍ ∑ i |˘_ix_i|^p ⩽ sup_i |˘_i|^p ∑ i |x_i|^p = ‖˘‖^p_∞‖x‖^p :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ T_˘ : ‘^p → ‘^p ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÅÎ. éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ‖T_˘‖ ⩽ ‖˘‖_∞. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÅÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ‖T_˘‖ = sup_{‖x‖⩽1} ‖T_˘x‖ ⩾ sup_{i∈N} ‖T_˘e_i‖ = sup_{i∈N} ‖˘_ie_i‖ = sup_{i∈N} |˘_i| = ‖˘‖_∞

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ‖T_˘‖ = ‖˘‖_∞.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ T ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ x, ÞÔÏ ‖T x‖ = ‖T ‖‖x‖. åÓÌÉ ÔÁËÏÅ ŒÓÅ ÖÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÏÒÍÙ. á Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ffi ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x_ffi, ÞÔÏ ‖T x_ffi‖ ⩾ (‖T ‖ − ffi)‖x_ffi‖.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˘ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ T_˘ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ ÉÚ X Œ X (ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÉÚ ŒÙÛÅÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÔÁË: ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ T : ‘^∞ → B(X); ˘ → T_˘ | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

2. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ X ÔÁËÏŒÏ ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

T_r : X → X; T_r(x) = (0; x_1; x_2; : : : ) (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ) T_‘ : X → X; T_‘(x) = (x_2; x_3; : : : ) (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÌÉÎÅÊÎÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ T_r ÄÁÖÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ (Ô.Å. ‖T_rx‖ = ‖x‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x), ÔÁË ÞÔÏ ‖T_r‖ = 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ T_‘, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ‖T_‘‖ = 1 (ÐÏÞÅÍÕ?)

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ŒÚÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ĂÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈĄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ‘^p(Z) ÉÌÉ c_0(Z), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

T_b : X → X; (T_b(x))_i = x_{i−1} (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÓÄŒÉÇÁ)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÏÒÍÕ 1.

3. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅ- ÚÏË [0; 1] ÞÅÒÅÚ I. ðÕÓÔØ f ∈ C(I) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ X = (C(I); ‖ · ‖_p) (1 ⩽ p ⩽ ∞). úÁÄÁÄÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_f : X → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_f g)(t) = f(t)g(t) (g ∈ X; t ∈ I). ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ T_f ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ôÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ T_f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ÞÔÏ ‖T_f ‖ ⩽ ‖f‖_∞.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖T_f ‖ = ‖f‖_∞.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ p ¡ ∞ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ T_f Ë ĂŒÙÓÏËÏÍÕ ÕÚËÏÍÕ ÐÅÎØËÕĄ, ÒÁÓÔÕÝÅÍÕ ÉÚ ÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ |f| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÔÁË: ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : (C(I); ‖ · ‖_∞) → B(X); f → T_f | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

4. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ^1. ðÕÓÔØ X ÔÁËÏŒÏ ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, É ÐÕÓÔØ K ∈ C(I^2) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

T : X → X; (T f)(x) =

∫_1 0 K(x; y)f(y) dy :

ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ÑÄÒÏÍ^2 K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ÞÔÏ ‖T ‖ ⩽ ‖K‖_∞.

2) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ‖T ‖ ÐÒÉ p = ∞.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ Ð. 1) ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÁÑ ÏÃÅÎ- ËÁ. þÁÓÔÏ ÎÏÒÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÔÏÞÎÅÅ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ. ïÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË:

T : X → X; (T f)(x) =

∫_x 0 f(t) dt :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ÞÔÏ ‖T ‖ ⩽ 1.

2) äÌÑ p = 1 É p = ∞ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖T ‖ = 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ p = 1 ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ T Ë ĂŒÙÓÏËÏÍÕ ÕÚËÏÍÕ ÐÅÎØËÕĄ, ÒÁÓÔÕÝÅÍÕ ŒÂÌÉÚÉ ÏÔ ÎÕÌÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = 2 ÎÏÒÍÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÁ 2=ß.

úÁÄÁÞÉ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÌÉÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ).

œ ËÁËÏÊ ÂÙ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÉ ÒÁÂÏÔÁÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÅÇÏ ĂÇÏÌÕÂÁÑ ÍÅÞÔÁĄ | ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÈÏ- ÒÏÛÕÀ É ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ (ÏÐÉÓÁÎÉÅ) ÔÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ. œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÅÚÎÁÄÅÖÎÁ ÉÚ-ÚÁ ÏÂÉÌÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂSS- ÅËÔÏŒ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ĂÞÁÓÔÉÞÎÕÀĄ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ (ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, Á ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔ), ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ.

1óËÏÒÅÅ, ÜÔÏ ÐÏËÁ ÅÝÅ ĂÓÕÒÒÏÇÁÔĄ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ĂîÁ- ÓÔÏÑÝÉÅĄ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, Œ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ L^p, ËÏÔÏÒÙÅ Õ ÎÁÓ ÓËÏÒÏ ÐÏÑŒÑÔÓÑ. œÐÒÏÞÅÍ, ÔÏ ÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ.

2óÌÏŒÏ ĂÑÄÒÏĄ ÚÄÅÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÎÏÌØ. îÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÄÅÌÁÅÛØ | ÔÁË ÕÖ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ K : : :

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ C = FLin | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ∈ FLin ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ N ∪ {0}, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim X. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ∪ {0} | ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ FLin. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ É ÉÈ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (Ô.Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ). îÁËÏÎÅÃ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ n ∈ N ∪ {0} ĂÍÏÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n .

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË. ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ.

1) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÅ ĂÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÏÅĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (ÔÁËÏÅ, ËÁË N ∪ {0} ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ) É ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ Ob(C ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ I(X) ∈ M ÔÁË, ÞÔÏ X ∼= Y Œ C ⇒ I(X) = I(Y ). ôÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ C .

2) åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, I(X) ≠ I(Y ) ÐÒÉ X ≇ Y , ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ.

3) îÁËÏÎÅÃ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ m ∈ M ÎÅËÉÊ ĂÍÏÄÅÌØÎÙÊĄ ÏÂSSÅËÔ X_m ∈ Ob(C ) ÔÁË, ÞÔÏ I(X_m) = m (ÔÁËÏÊ, ËÁË C^n ÉÚ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ).

åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÖÅÌÁÎÉÑ ÕÄÁÌÏÓØ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ | ÚÎÁÞÉÔ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÅ- ÛÅÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ. îÏ É ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÏÊ) ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÔÏÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ÎÁÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É ËÁË ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ Ó ÒÕÞËÁÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÆÅ- ÒÙ Ó ÒÁÚÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÒÕÞÅË ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ∪ {0} (ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ).

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ C = A b_{f g} | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÉÄÁ Z^n ⊕ ⨁ p ÐÒÏÓÔÏÅ

(Z^{np;1}_p ⊕ · · · ⊕ Z^{np;kp}_{pkp} );

ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ( n; (n_{2;1}; : : : ; n_{2;k2} ); : : : ; (n_{p;1}; : : : ; n_{p;kp} ); : : : ) : ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ (Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ k_p = 0 ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ p) ÎÁÂÏÒÏŒ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ | ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ A b_{f g}.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Norm_1), ÔÏ ÏÎÉ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ Œ Norm_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ï ÎÉÈ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ ÐÏÚÖÅ) ÔÁËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ | ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁÕËÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ), ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÄÁÖÅ ŒÁÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÏÂSSÅËÔÙ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ). þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÎÁÞÁ- ÌÅ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ, ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ : : : ), Á ÕÖÅ ÐÏÔÏÍ ÐÏÄ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ (ÉÌÉ ÐÏÄÂÉÒÁÅÔÓÑ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÃÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ĂÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁË ŒÏÚÎÉËÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ, Á ŒÐÏÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÉ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÏÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÚÁÄÁÞÁ ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ŒÁÖÎÁÑ, ÞÅÍ ËÌÁÓ- ÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. þÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÉÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ)? ïÄÎÁ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÒÏ- ÄÁ | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÄÏÂÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ : X → X É : Y → Y Œ C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

X^’−−−→ X u u Y−−−→ Y (1)

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ (Ô.Å. = u’u^{−1}).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ End(C ) ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÜÔÏ ÐÁÒÙ (X; ’), ÇÄÅ X ∈ Ob(C ) É ’ ∈ h_C (X; X), Á ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ (X; ’) Œ (Y; ) | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y Œ C , ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (1) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ É ÐÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÏÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ End(C ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏÄÏÂÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ FLin.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÓÐÏÍÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (1) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ D | ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ C , É ÐÕÓÔØ X; Y ∈ Ob(D). üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ : X → X É : Y → Y Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u : X → Y Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (1) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÄÏÂÉÅ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ End_D (C ) (ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ C | ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ Norm, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ô.Å. ÔÅÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏÒÍÁ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ), É ÐÕÓÔØ D | ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ C , ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÅ ÖÅ,

ÞÔÏ Œ C , Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Œ Norm_1. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏÄÏÂÉÑ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D. õËÁÚÁÎÉÅ. üÒÍÉÔÏŒÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. œÓËÏÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÌÅËÃÉÉ | ÎÅ ÔÏÌØËÏ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅĄ, ÎÏ É ĂÍÏÄÅÌØÎÙÅĄ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉ- ËÁÃÉÉ), ÉÌÉ ÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ĂËÉÒÐÉÞÉËÁÍÉĄ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌØÎÙÈ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ | ĂËÉÒÐÉÞÉËĄ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ).

æÕÎËÔÏÒÙ.

œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑĄ. üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÅÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÎÏ É ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ F : C → D, ÅÓÌÉ:

1) ëÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ X ∈ Ob(C ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ÏÂSSÅËÔ F (X) ∈ Ob(D);

2) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y ∈ Ob(C ) ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : h_C (X; Y ) → h_D (F (X); F (Y )), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

(i) F (’ ∘ ) = F (’) ∘ F () ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ : X → Y É ’ : Y → Z; (ii) F (1_X ) = 1_{F (X)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X.

éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ĂÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅĄ F (’) ÓÍÏÔÒÉÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ D | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ ÉÚ ÄÕÁÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C^∘ Œ D.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ Œ Ð. 2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ- ÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ ÔÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_C (X; Y ) → h_D (F (Y ); F (X)), Á ÕÓÌÏŒÉÅ (i) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ F (’ ∘ ) = F () ∘ F (’).

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ 1_C : C → C .

ðÒÉÍÅÒ 5. æÕÎËÔÏÒ Lin^∗−→ Lin ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ X^∗, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : X → Y | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ : Y^∗ → X^∗, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T^∗(f) = f ∘ T . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ C | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊĄ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Lin, T op, G r, Norm : : : ). úÁÂÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ □ : C → Set ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ ÉÚ C ÅÇÏ ÖÅ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ | ÅÇÏ ÖÅ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ĂÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÅĄ ÆÕÎËÔÏÒÙ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ Metr Œ T op, ÉÚ A lg Œ Lin É Ô.Ð. (ðÏÌØÚÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ ÐÏÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁÈ).

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Open(X) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÅÇÏ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1). ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Open(X) → C ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÕÞËÏÍ Œ C (ÄÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÅ ÏÐÉÒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U → C^∞(U) ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÅÄÐÕÞÏË ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ (_∗T op)_h | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ (X; x_0) Œ (Y; y_0) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x_0 Œ y_0 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (X; x_0) ÅÇÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ß_1(X; x_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ (_∗T op)_h Œ G r.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÕÓÔØ C^•(Lin) | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ ZÇÒÕÐÐÏÊ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÁ

· · · → X^{n−1 dn−1}−−→ X^{n dn}−→ X^{n+1} → · · ·

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H^n(X) = Ker d^n= Im d^{n−1} (ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒŒÉÄÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ d^nd^{n−1} = 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f : X → Y ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÃÉËÌÏŒ (Ô.Å. ÑÄÒÏ d^n) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÃÉËÌÏŒ, Á ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÇÒÁÎÉÃ (Ô.Å. ÏÂÒÁÚ d^{n−1}) | Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÇÒÁÎÉÃ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H^n(X) → H^n(Y ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ H^n : C^•(Lin) → Lin | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ.

ðÒÉÍÅÒ 10. æÕÎËÔÏÒ (ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ) ˙ : Diff → C^•(Lin) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏ- ÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M ÅÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ (ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ) (˙(M); d), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : M → N | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ f^∗ : ˙(N) → ˙(M), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ p-ÆÏÒÍÕ ! ∈ ˙^p(N) Œ ÅÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^∗(!). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÄÁÅÔ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ H^n : Diff → Lin n-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ĂËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅĄ ÐÒÉÍÅÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ Œ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÔÒÅÈÔÏÍÎÉËÅ äÁÎÆÏÒÄÁ É ûŒÁÒÃÁ ĂìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙĄ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ | ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ É óÏÂÏÌÅŒÁ ĂüÌÅÍÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁĄ. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÓÍ. ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1.