ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 4.

åÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ Ï ÆÕÎËÔÏÒÁÈ.

æÕÎËÔÏÒÙ ÐÏÌÅÚÎÙ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓŒÏÄÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. œÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÅÔÒÁËÃÉÉ É Ï ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÏÒÆÉÚÍ ’ : X → Y Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ : Y → X ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = 1_Y (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ’ = 1_X ).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ É ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÔÒÁË- ÃÉÑ Œ C | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÒÅÔÒÁËÃÉÑ Œ C^∘, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÒÅÔÒÁËÃÉÉ É ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ F : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ’ | ÒÅÔÒÁËÃÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÑ) Œ C , ÔÏ F (’) | ÒÅÔÒÁËÃÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÑ) Œ D.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÏ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ ËÒÕÇÁ D^2 (Ô.Å. ÞÔÏ ÎÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ ÓŒÏÀ ÇÒÁÎÉÃÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÓÔÁŒÌÑÌÏ ÂÙ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ), ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁË: ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ S^1 ,→ D^2 ÆÕÎËÔÏÒ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ß_1; ÔÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÅÔÒÁËÃÉ- ÅÊ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ZÂÙÌÁ ÂÙ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ (Ô.Å. ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ) ÎÕÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. (þÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ÏÂSSÑÓÎÉÍÏ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÅËÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ F , ÂÙÌÉ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÔÅÒÑÅÍ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.) æÕÎËÔÏÒÙ, ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÔÁËÏÊ ĂÐÏÔÅÒÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ, ÎÏÓÑÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C → D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ^1 (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ X; Y ∈ Ob(C ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : h_C (X; Y ) → h_D (F (X); F (Y )) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ).

ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ C | ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Œ D, ÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ C Œ D | ÓÔÒÏÇÉÊ. ðÏÄ- ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ | ÐÏÌÎÙÊ. (ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÂÕÄÕÝÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍÉ É ÐÏÌÎÙÍÉ.)

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

1éÌÉ ŒÅÒÎÙÍ (ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÍ ÐÅÒÅŒÏÄÏÍ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ \faithful").

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÔÒÏÇÉÊ É ÐÏÌÎÙÊ. ôÏÇÄÁ ’ | ÒÅÔÒÁËÃÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÑ) Œ C ⇐⇒ F (’) | ÒÅÔÒÁËÃÉÑ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÒÅÔÒÁËÃÉÑ) Œ D.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Lin^∗−→ Lin (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÓÔÒÏÇÉÍ? á ÐÏÌÎÙÍ?

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ C T op | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, Á NormA lg_u | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ËÏÔÏÒÏÊ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ). ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ C : C T op → NormA lg_u ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÁÌÇÅÂÒÕ C(X) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C(f) : C(Y ) → C(X), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ C(f)(’) = ’ ∘ f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ C(f) | ÓÔÒÏÇÉÊ.

2)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ C(f) | ÐÏÌÎÙÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C(X) → C ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ’ → ’(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ X. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, X = h_{NormA lgu} (C(X); C ). ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : C(Y ) → C(X) ÎÁÊÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F = C(f), ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë F ÆÕÎËÔÏÒ h_{NormA lgu} (·; C ) (ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. ÎÉÖÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÍÐÁËÔÁÈ É ÉÈ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ŒÉÄÁ C(X) É ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, C T op ĂÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØĄ^1 ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÄ- ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Œ NormA lg_u. œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÐÏ- ÑŒÌÅÎÉÑ ÎÏŒÏÊ ÎÁÕËÉ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ É Ô.Ð., ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÍÙÓÌ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C T op, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Â«ÏÌØÛÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ Œ NormA lg_u, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ C^∗-ÁÌÇÅÂÒ (ÉÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏÚÖÅ).

æÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ X ∈ Ob(C ) ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÄŒÁ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ ÉÚ C Œ Set, ÉÇÒÁÀÝÉÅ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ.

1. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ h^X : C → Set ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË:

• h^X (Y ) = h_C (X; Y ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ Ob(C );

• åÓÌÉ ’ : Y_1 → Y_2 | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ C , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h^X (’) : h^X (Y_1) → h^X (Y_2) ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f → ’ ∘ f.

2. ëÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ h_X : C → Set ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË:

• h_X (Y ) = h_C (Y; X) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ Ob(C );

1þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ĂÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØĄ, ÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÂÅÒÅÍÓÑ ÄÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÊ.

• åÓÌÉ ’ : Y_1 → Y_2 | ÍÏÒÆÉÚÍ Œ C , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_X (’) : h_X (Y_2) → h_X (Y_1) ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f → f ∘ ’.

éÎÏÇÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÐÉÛÕÔ h_C (X; · ) ŒÍÅÓÔÏ h^X É h_C ( · ; X) ŒÍÅÓÔÏ h_X .

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÉ C = Lin É X = C ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÑ h_C =^∗. (ëÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ h^C ?)

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ C = (_∗T op)_h (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) É X = (S^1; s_0) (ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ h^X | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ß_1.

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ C = T op É ÐÕÓÔØ X = C . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÔÏÒ C ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ C T op ÆÕÎËÔÏÒÁ h_X .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ h_X ÉÌÉ h^X ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ Œ Set, Á Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ĂÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊĄ. éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Õ ÏÂSSÅËÔÁ X. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 6 ÆÕÎËÔÏÒ h_X ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ A lg ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ C | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁ 5, ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ß_1(Y; y_0) = h^X (Y; y_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ X = (S^1; s_0) | ËÏÇÒÕÐÐÁ Œ (_∗T op)_h .

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Norm ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË- ÔÏÒ h_C = h_{Norm}( · ; C ) = B( · ; C ) (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 4).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X^∗ = B(X; C ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë X.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ X^∗ | ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ (=ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ) ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ X. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ X^∗ | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ⇐⇒ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ h_C | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ËÁÖÄÏÍÕ T ∈ B(X; Y ) ÏÎ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T^∗ : Y^∗ → X^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ T : X → Y | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ : Y^∗ → X^∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T^∗(f) = f ∘ T .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ x ∈ X É f ∈ X^∗, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ f(x) ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ ⟨f; x⟩ ÉÌÉ ⟨x; f⟩. ðÏÜÔÏÍÕ T^∗ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ⟨T^∗f; x⟩ = ⟨f; T x⟩ (ÉÌÉ ⟨x; T^∗f⟩ = ⟨T x; f⟩).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ T ∈ B(X; Y ) ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ B(Y^∗; X^∗), ÐÒÉÞÅÍ ‖T^∗‖ ⩽ ‖T ‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ T^∗ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ‖T^∗(f)‖ = ‖f ∘ T ‖ ⩽ ‖f‖‖T ‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ Y^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖T^∗‖ ⩽ ‖T ‖.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ Norm Œ Norm ÉÌÉ ÉÚ Norm_1 Œ Norm_1.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÎÉÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ 1 ¡ p ¡ +∞ É ÐÕÓÔØ^1_p +^1_q = 1. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

F : ‘^q → (‘^p)^∗; y → F_y; F_y(x) = ∑ i x_iy_i

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ Norm_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ çÅÌØÄÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ ‘^q ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ F_y | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ‘^p, ÐÒÉÞÅÍ ‖F_y‖ ⩽ ‖y‖_q. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ‖F ‖ ⩽ 1. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ.

ðÕÓÔØ f ∈ (‘^p)^∗. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ y ∈ ‘^q ÔÁË, ÞÔÏÂÙ f = F_y . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ y_j = f(e_j ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ∈ N (ÎÉËÁËÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÏÌØ y, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÎÅ ÐÏÄÏÊÄÅÔ). þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ y ∈ ‘^q, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ |y_j |^q Œ ŒÉÄÅ |y_j |^q = |y_j |^{q−1}e^{i’j} y_j É ÐÏÌÏÖÉÍ x_j = |y_j |^{q−1}e^{i’j} . æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ N ∈ N É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ x^{(N )} =

∑_N j=1 x_j e_j ∈ ‘^p. ôÏÇÄÁ N∑ j=1 |y_j |^q = N∑ j=1 x_j y_j = f(x^{(N )}) ⩽ ‖f‖‖x^{(N )}‖_p (1)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

‖x^{(N )}‖_p =

(^N∑ j=1 |y_j |^{p(q−1)}

)_{1=p} = (^N∑ j=1 |y_j |^q

)_{1=p}

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (1), ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (

∑_N j=1 |y_j |^q)^{1=q} ⩽ ‖f‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ∈ N.

ðÒÉ N → ∞ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ y ∈ ‘^q É ‖y‖_q ⩽ ‖f‖. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ e_j -ÙÈ ÐÌÏÔÎÁ Œ ‘^p, Á f É F_y ÌÉÎÅÊÎÙ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(e_j ) = F_y (e_j) = y_j ŒÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ f = F_y . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ‖y‖_q ⩽ ‖f‖ = ‖F_y‖ ⩽ ‖y‖_q (ÓÍ. ŒÙÛÅ), ÔÁË ÞÔÏ F | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (‘^1)^∗ ∼= ‘^∞ É (c_0)^∗ ∼= ‘^1 Œ Norm_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ œÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÏÔŒÅÔØÔÅ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÏÞÅ- ÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (‘^∞)^∗ ∼= ‘^1? (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, (‘^∞)^∗ É ŒÐÒÁŒÄÕ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ‘^1; ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍ É Ë ÓÄŒÉÇÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. æÉËÓÉÒÕÅÍ p ∈ [1; +∞). ðÕÓÔØ ˘ ∈ ‘^∞ É ÐÕÓÔØ T^{(p)}_˘ : ‘^p → ‘^p | ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ). ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ (‘^p)^∗ Ó ‘^q ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ F , ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 4 (ÄÌÑ p = 1 ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ q = ∞; ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4). ôÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ (T^{(p)}_˘ )^∗ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏ- ŒÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^{(q)}_˘ : ‘^q → ‘^q. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

‘^{q T} (q) ˘−−−→ ‘^q F F (‘^p)^{∗ (T} (p) ˘ )^∗ −−−−→ (‘^p)^∗ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÌÅŒÏÍÕ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÏÍÕ) ÓÄŒÉÇÕ Œ ‘^p | ÜÔÏ ÐÒÁŒÙÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÊ) ÓÄŒÉÇ Œ ‘^q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄŒÕÈ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖T^∗‖ = ‖T ‖. œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ŒÓÅÇÄÁ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. ïÂ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÄÌÑ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ÌÅËÃÉÉ 0 ËÎÉÇÉ ðÏÓÔÎÉËÏŒÁ ĂïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊĄ. ðÒÉÍÅÒ 3 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2 | ÜÔÏ ŒÁÖÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÅÒŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÌØÆÁÎÄÁîÁÊÍÁÒËÁ; ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. ËÎÉÇÕ èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂâÁÎÁÈÏŒÙ É ÐÏÌÉÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙĄ É íÅÒÆÉ ĂC^∗-ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒĄ. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Œ ÅÅ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ËÎÉÇÁ ëÏÎÎÁ (A. Connes, \Noncommutative geometry"); ËÏÅ- ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅÓÔØ Œ ŒÙÛÅÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ËÎÉÇÅ íÅÒÆÉ. ï ÆÕÎËÔÏÒÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ É Ï ÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÏÔ ÎÉÈ ÐÏÌØÚÁ, ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Õ ûÁÆÁÒÅŒÉÞÁ (ĂïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÙĄ), íÁÎÉÎÁ (ĂìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÞÁÓÔØ IĄ, ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ), çÅÌØÆÁÎ- ÄÁ É íÁÎÉÎÁ (ĂíÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙĄ). ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ É æÏÍÉÎÁ (ĂüÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁĄ), ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ É óÏÂÏÌÅŒÁ (ĂüÌÅÍÅÎÔÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁĄ). ëÓÔÁÔÉ, ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÁÑ ËÎÉÖËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ŒÓÅÇÏ ËÕÒÓÁ | òÉÄ É óÁÊÍÏÎ, ĂíÅÔÏÄÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉ- ÚÉËÉĄ, Ô. 1 (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ).