ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 9.

æÕÎËÔÏÒ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, Ô.Å. ÐÁÒÕ ( ~X; j), ÇÄÅ ~X | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á j : X → ~X | ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÐÌÏÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → ~X ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÚ Norm_1 Œ Ban_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÓÔÉ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X; Y É ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ B(X; Y ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ~’ ∈ B( ~X; ~Y ), ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ:

~X^{~’} //˙˙˙ ~Y

X_’ // j OO Y j OO

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖ ~’‖ = ‖’‖.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → ~X; ’ → ~’ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ Norm_1 Œ Ban_1.

æÕÎËÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÐÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÑ.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

h_{Norm1} (X; □Y ) ∼= h_{Ban1} ( ~X; Y ) (1)

ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Y , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚ Ban_1 Œ Set (ÚÄÅÓØ, ËÁË É ÒÁÎÅÅ, ÞÅÒÅÚ □ : Ban_1 → Norm_1 ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ). åÓÌÉ ÖÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Y ∈ Ob(Ban_1), ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ X É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÉÚ Norm_1 Œ Set, É ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ (1) ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!) ËÁË ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÏÔ X. îÁÉÂÏÌÅÅ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÁÑĄ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÁ: ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) | ÆÕÎËÔÏÒÙ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÏÄÎÁ | ÉÚ Norm_1, ÄÒÕÇÁÑ | ÉÚ Ban_1), É ÜÔÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÊ ÆÒÁÚÅ ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÕÖÎÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C × D ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

Ob(C × D) = Ob(C ) × Ob(D); h_{C ×D} ( (X_1; Y_1); (X_2; Y_2) ) = h_C (X_1; X_2) × h_D (Y_1; Y_2);

(’_1; _1) ∘ (’_2; _2) = (’_1 ∘ ’_2; _1 ∘ _2)

æÕÎËÔÏÒ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÏÄÎÁ | ÉÚ C , ÄÒÕÇÁÑ | ÉÚ D) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C × D.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (X; Y ) → h_C (X; Y ) ÚÁÄÁÅÔ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C^∘ × C Œ Set (ÆÕÎËÔÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ; ÓÒ. ÌÅËÃÉÀ 4). ëÁË ÜÔÏÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ? óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ðÕÓÔØ C É D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, F : D → C É G : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë G, Á G | ÐÒÁŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë F , ÅÓÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ

h_C ( F ( · ); · ) É h_D ( · ; G( · ) ) : D^∘ × C → Set

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ G : C → D ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ⇐⇒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(D) ÆÕÎËÔÏÒ h_D (X; G( · )) : C → Set ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ (Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(D) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂSSÅËÔ ~X ∈ Ob(C ), ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÎÁÄ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë G; ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 8).

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ F : D → C ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÁŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ⇐⇒ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ Y ∈ Ob(C ) ÆÕÎËÔÏÒ h_C (F ( · ); Y ) : D^∘ → Set ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2. æÏÒÍÕÌÕ (1) ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ÆÕÎËÔÏÒ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Norm_1 → Ban_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÚÁÂÙŒÁÀ- ÝÅÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ □ : Ban_1 → Norm_1.

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Lin_R ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ É Lin_C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÆÕÎËÔÏÒ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ Lin_C → Lin_R, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Y ÅÇÏ ÖÅ, ÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÕÖÅ ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y_R. (ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓŒÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁ- ÂÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ.) õ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ X → X_C = C ⊗_RX, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚ Lin_R Œ Lin_C .

œÏÏÂÝÅ, ÆÕÎËÔÏÒÙ, ÌÅŒÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÔÅÍ ÉÌÉ ÉÎÙÍ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ĂÞÁÓÔÉÞ- ÎÏ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÍĄ) ÆÕÎËÔÏÒÁÍ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ. œÏÔ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÌÅŒÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÁÍ: 1) G r → Set (ÏÔŒÅÔ: ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ);

2) R-mod → Set, ÇÄÅ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÏÔŒÅÔ: ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ); 3) Alg_k → Lin_k (ÏÔŒÅÔ: ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ).

åÝÅ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ:

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ Lie_k | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Lie: Alg_k → Lie_k, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÅ ÖÅ, ÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ [a; b] = ab − ba. õ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏ- ÒÁ ÅÓÔØ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g ÅÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÏÂÅÒÔÙŒÁÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ U(g).

œÐÒÏÞÅÍ, ÎÅ Õ ŒÓÅÈ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÌÅŒÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ban → Set ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅ ÐÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ĂÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ).

ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ Ban ŒÚÑÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ban_1, ÔÏ ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁĄ ÔÕÔ ÖÅ ÐÏÑŒÑÔÓÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ B_1 : Ban_1 → Set, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁ- ÎÁÈÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎË- ÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÓËÏÍÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ‘^1(S).

éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ: ŒŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÏÓÔÁÌÓÑ ÎÅŒÙÑÓÎÅÎÎÙÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏ- ÅÎÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ C[a; b] Ó ĂÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊĄ ÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖_p (1 ⩽ p ¡ ∞). þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÏÔŒÌÅÞØÓÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉ- ÚÁ ËÁË ÔÁËÏŒÏÇÏ É ÐÏÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ìÅÂÅÇÁ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ (ÎÅÐÏÌÎÏÅ) ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (C[a; b]; ‖ · ‖_p) ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ŒÌÏÖÅÎÏ ÎÉ Œ ËÁËÏÅ ĂÈÏÒÏÛÅÅĄ ÐÏÌÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÌÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÈ ĂÏÓÑÚÁÅÍÙÈĄ ÏÂSSÅËÔÏŒ. œÐÒÏÞÅÍ, ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (C[a; b]; ‖ · ‖_1) ÞÅÒÅÚ L^1[a; b] É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ I : f →

∫_b a f(t) dt ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ (C[a; b]; ‖ · ‖_1). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~I ÎÁ L1[a; b], ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ I. üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ.

îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^1[a; b] É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ c ÎÉÍ ËÒÁÊÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÉÎÁÞÅ É ŒÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏ- ÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ĂÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑĄ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ L^1[a; b] ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ĂÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ É ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÑÄ ŒÁÖÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ). ðÒÉÓÔÕÐÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ.

éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ÞÅ- ÒÅÚ Y^X ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y . ïÂÙÞÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ÉÌÉ R, ÉÌÉ ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑĄ R = R ∪ {+∞}, ÉÌÉ ÅÅ ĂÏÔÒÅÚÏËĄ [0; +∞]. (óÒÁÚÕ ÐÒÅÄÕÐÒÅÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÍ ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +∞). œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ŒÍÓÅÔÏ +∞ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ∞ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ĂÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØĄ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). äÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ĂÄÅÊÓÔŒÉÑÈĄ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ:

1) c + ∞ = ∞ + ∞ = ∞ (∀c ∈ R); 2) c · ∞ = ∞ (∀c ¿ 0);

3) 0 · ∞ = 0;

4) c ¡ ∞ (∀c ∈ R).

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f; g ∈ R^X ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ f ⩾ g, ÅÓÌÉ f(x) ⩾ g(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X. ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÞÅÒÅÚ C(X) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ X, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ sup-ÎÏÒÍÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ I ÎÁ C(X), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ I(f) ⩾ 0 ÐÒÉ f ⩾ 0.

ðÒÉÍÅÒ 5. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÅÚÎÏ ÂÕÄÅÔ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÅÒÖÁÔØ Œ ÇÏÌÏŒÅ, ÔÁËÏŒ: X = [a; b], Á I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ ÎÁ C[a; b].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C(X) ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

éÔÁË, ĂÉÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅĄ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ | ÜÔÏ ËÏÍÐÁËÔ X É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ) I ∈ C(X)^∗.

ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÔÁËÏŒÁ: ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ĂÄÏÏÐÒÅÄÅÌÑÔØĄ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ÎÁ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ŒÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ. óÐÅÒŒÁ ÍÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ H ⊂ R^X ÅÇÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÇÉÂÁÀÝÅÊ ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ sup H : x → sup{h(x) : h ∈ H}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. æÕÎËÃÉÑ ’ : X → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ’^{−1}((c; ∞]) ÏÔËÒÙÔÏ Œ X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ R.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÌÀÂÁÑ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ!)

ðÏÌÏÖÉÍ ˘(X) = {’ : X → [0; ∞] : ’ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÓÎÉÚÕ}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ˘(X): 1) ’_1; ’_2 ∈ ˘(X) =⇒ ’_1 + ’_2 ∈ ˘(X); 2) ’ ∈ ˘(X); ˘ ⩾ 0 =⇒ ˘’ ∈ ˘(X); 3) H ⊂ ˘(X) =⇒ sup H ∈ ˘(X);

4) H ⊂ ˘(X) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ =⇒ inf H ∈ ˘(X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ H ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ’ ∈ ˘(X) ÐÏÌÏÖÉÍ S_’ = {f ∈ C(X) : 0 ⩽ f ⩽ ’}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ = sup S_’ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ’ ∈ ˘(X). õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ F ⊂ X É ËÁÖÄÏÊ x =∈ F ÎÁÊÄÅÔÓÑ f ∈ C(X), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 0 ⩽ f ⩽ 1, f|_F = 0 É f(x) = 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ X = [a; b] | ÏÔÒÅÚÏË Œ R, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ’ ∈ ˘(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÍ. îÁÔÁÎÓÏÎ, ĂôÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊĄ). œÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9 É Ð. 3) ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ˘(X) | ÜÔÏ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÞÔÏ ŒÒÏÄÅ ĂÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C(X)_{⩾0} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÅÒŒÙÊ ÜÔÁÐ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ I:

ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ĂÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ.

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÃÅÌØ | ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ÎÁ ˘(X) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ĂÒÁŒÅÎÓÔŒÁĄ I ∘ sup = sup ∘I (ĂÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØĄ). ó ÕÞÅÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 9, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÔÁËÏŒ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I^′ : ˘(X) → [0; ∞] ÆÏÒÍÕÌÏÊ

I^′(’) = sup{I(f) : f ∈ S_’}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I^′: 1) I^′(f) = I(f), ÅÓÌÉ f ∈ C(X); f ⩾ 0; 2) 0 ⩽ ’_1 ⩽ ’_2 =⇒ I^′(’_1) ⩽ I^′(’_2); 3) ˘ ⩾ 0; ’ ∈ ˘(X) =⇒ I^′(˘’) = ˘I^′(’).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I^′, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÅÝÁÎÎÕÀ ĂÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØĄ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ÏÂÝÅÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÁÚÏŒÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ H ⊂ R^X ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h_1; h_2 ∈ H ÎÁÊÄÅÔÓÑ h ∈ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ h ⩾ sup{h_1; h_2}.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (äÉÎÉ). ðÕÓÔØ H ⊂ C(X) | ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f ∈ C(X) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ f ⩽ sup H. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ h_” ∈ H, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ⩽ h_” + ”.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÎÉ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ H ⊂ ˘(X) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I^′(sup H) = sup_{h∈H} I^′(h).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ’ = sup H. ñÓÎÏ (ÓÍ. ÕÐÒ. 10, Ð. 2), ÞÔÏ I^′(’) ⩾ sup_{h∈H} I^′(h). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ f ∈ C(X), 0 ⩽ f ⩽ ’, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ I(f) ⩽ sup_{h∈H} I^′(h).

œŒÅÄÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H^′ = ⋃ h∈H S_h. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ:

f(x) ⩽ ’(x) = sup_{h∈H} h(x) = sup_{h∈H} sup_{g∈Sh} g(x) = sup_{g∈H ′} g(x) = (sup H^′)(x):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ⩽ sup H^′. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÉÎÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ g_” ∈ H^′, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ⩽ g_” + ”. ðÏÄÂÅÒÅÍ h_” ∈ H ÔÁË, ÞÔÏÂÙ g_” ⩽ h_” (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ H^′). ôÏÇÄÁ I(f) ⩽ I(g_”) + ”I(1) ⩽ I^′(h_”) + ”I(1) ⩽ sup_{h∈H} I^′(h) + ”I(1):

œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ” ¿ 0, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I(f) ⩽ sup_{h∈H} I^′(h) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ∈ C(X); 0 ⩽ f ⩽ ’. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ I(’) = sup_{h∈H} I^′(h), ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I^′(’_1 +’_2) = I^′(’_1)+I^′(’_2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ’_1; ’_2 ∈ ˘(X).

œÔÏÒÏÊ ÜÔÁÐ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ I:

ĂÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÙÒĄ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÊ ˘(X) | ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÁÎÄÉ- ÄÁÔ ÎÁ ÒÏÌØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÎÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I^′ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÒÁŒÅÎ ∞ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏÊ ∞). á ŒÏ- ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ĂÈÏÞÅÔÓÑĄ ÎÁÚŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ ÐÏ òÉÍÁÎÕ), ÎÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÓÎÉÚÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁÇÏÍ Œ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÙ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I^{′′} : [0; ∞]^X → [0; ∞] ÆÏÒÍÕÌÏÊ

I^{′′}(f) = inf{I^′(’) : ’ ∈ ˘(X); ’ ⩾ f}:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ I^{′′}: 1) I^{′′}(’) = I^′(’) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ’ ∈ ˘(X); 2) 0 ⩽ f_1 ⩽ f_2 =⇒ I^{′′}(f_1) ⩽ I^{′′}(f_2); 3) ˘ ⩾ 0; f ∈ [0; ∞]^X =⇒ I^{′′}(˘f) = ˘I^{′′}(f); 4) I^{′′}(f_1 + f_2) ⩽ I^{′′}(f_1) + I^{′′}(f_2).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ I^{′′}(f_1 + f_2) ≠ I^{′′}(f_1) + I^{′′}(f_2) (ÐÒÉ- ÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÐÏÔÏÍ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ-I). åÓÌÉ f(x) = lim_n f_n(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÞÅÍ f_n ⩽ f_{n+1} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n, ÔÏ I^{′′}(f) = lim_n I^{′′}(f_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ I^{′′}(f) ⩾ lim_n I^{′′}(f_n) (ÓÍ. ÕÐÒ. 13). æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ” ¿ 0 É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ I^{′′}(f) ⩽ lim_n I^{′′}(f_n) + ”. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ I^{′′}, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÄÂÅÒÅÍ _n ∈ ˘(X) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

_n ⩾ f_n; I^′(_n) ⩽ I^{′′}(f_n) + ”=2^n: (2)

äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ ’_n = sup_{1⩽k⩽n} _k ∈ ˘(X). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

I^′(’_n) ⩽ I^{′′}(f_n) + ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ n: (3) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ (3) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ’ = sup_n ’_n. ôÏÇÄÁ ’ ⩾ sup_n f_n = f, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 É ÆÏÒÍÕÌÙ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

I^{′′}(f) ⩽ I^′(’) = sup_n I^′(’_n) = lim_n I^′(’_n) ⩽ lim_n I^{′′}(f_n) + ”;

ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (3). äÏËÁÚÙŒÁÔØ ÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ĂÕÓÉÌÅÎÎÏÊĄ ÆÏÒÍÅ:

I^′(’_n) ⩽ I^{′′}(f_n) + ”(1 − 1=2^n ): (4)

ðÒÉ n = 1 ÆÏÒÍÕÌÁ (4) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë (2). ðÕÓÔØ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’_{n+1} = max{’_n; _{n+1}}; f_n ⩽ min{’_n; _{n+1}};

ÐÏÜÔÏÍÕ

I^′(’_{n+1}) = I^′(max{’_n; _{n+1}}); I^{′′}(f_n) ⩽ I^′(min{’_n; _{n+1}}): (5)

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ max{a; b} + min{a; b} = a + b, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ a; b. óËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

I^′(’_{n+1}) + I^{′′}(f_n) ⩽ I^′(max{’_n; _{n+1}}) + I^′(min{’_n; _{n+1}}) = = I^′(max{’_n; _{n+1}} + min{’_n; _{n+1}}) = I^′(’_n + _{n+1}) = I^′(’_n) + I^′(_{n+1}):

œÍÅÓÔÅ Ó (2) É (4) ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

I^′(’_{n+1}) ⩽ I^′(’_n) + I^′(_{n+1}) − I^{′′}(f_n) ⩽

⩽ I^{′′}(f_n) + ”(1 − 1=2^n ) + I^{′′}(f_{n+1}) + ”=2^{n+1} − I^{′′}(f_n) = I^{′′}(f_{n+1}) + ”(1 − 1=2^{n+1} ):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ŒÌÅÞÅÔ ÅÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉ- ŒÏÓÔØ ÄÌÑ n + 1. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. äÁÌØÛÅ ÑÓÎÏ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. ï ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÁÈ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÎÉÇÕ çÅÌØÆÁÎÄÁ É íÁÎÉÎÁ ĂíÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙĄ, ëÁÓÉŒÁÒÁ É ûÁÐÉÒÁ ĂðÕÞËÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÈĄ, âÕËÕÒÁ É äÅÌÑÎÕ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒĄ. ï ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÏÍ ŒÉÄÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÅÅ ÉÚÌÁÇÁÅÍ (ĂÐÏÄÈÏÄ äÁÎÉÜÌÑĄ, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÅÒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Á ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ) ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ËÎÉÇÅ îÁÊÍÁÒËÁ ĂîÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÌØÃÁĄ, èØÀÉÔÔÁ É òÏÓÓÁ ĂáÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÇÁÒÍÏ- ÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚĄ, ìÀÍÉÓÁ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚĄ. äÒÕÇÏÊ (ÂÏÌÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ) ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÓÁÍÏÍÕ ìÅÂÅÇÕ (ÇÄÅ ÐÅÒŒÉÞÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅÒÙ, Á ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ) ÉÚÌÏÖÅÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ É æÏÍÉÎÁ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚĄ É äØÑÞÅÎËÏ É õÌÑØÎÏŒÁ ĂíÅÒÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌĄ.