ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

œÅÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 2002 Ç.

úÁÄÁÞÉ Ë ÜËÚÁÍÅÎÕ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ +∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘^p ⊂ ‘^q, É ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ‘^p Œ ‘^q ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ c_{00} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (Ô.Å. ÔÅÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x_i), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x_i = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ i). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≠ q ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖_p É ‖ · ‖_q ÎÁ c_{00} ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, C_b(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ, C_0(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ÉÓÞÅÚÁÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C_b(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ‘^∞(X), Á C_0(X) | Œ C_b(X).

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ +∞ É n ⩾ 2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (C^n ; ‖ · ‖_p) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (C^n ; ‖ · ‖_1) É ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (C^n ; ‖ · ‖_∞) Œ Norm_1.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ (x; y ∈ X) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x É y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. 2) åÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ {x ∈ X ; ‖x‖ = 1} ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ) ÏÔÒÅÚËÏŒ. (ôÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ∈ X^∗, ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÀÝÅÇÏ ÎÏÒÍÙ (Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÁ x, ‖x‖ = 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |f(x)| = ‖f‖).

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ f ∈ C[a; b] | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ X = (C[a; b]; ‖ · ‖_p) (1 ⩽ p ⩽ ∞). úÁÄÁÄÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_f : X → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_f g)(t) = f(t)g(t) (g ∈ X; t ∈ [a; b]). îÁÊÄÉÔÅ ‖T_f ‖.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ X = (C[a; b]; ‖·‖_1). úÁÄÁÄÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : X → X ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T f)(x) = ∫_x 0 f(t) dt. îÁÊÄÉÔÅ ‖T ‖.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ⇐⇒ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, X_0 ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É x =∈ X_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ X^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f|_{X0} = 0 É f(x) ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ‘^∞(S) 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ‘^∞(S) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S.

úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ C- ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ⩾ 1.

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ X = (R^2; ‖ · ‖_p) | ÐÌÏÓËÏÓÔØ É X_0 = {(x; 0) : x ∈ R} ⊂ X | ĂÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓĄ. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_0 : X_0 → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_0(x; 0) = x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ‖f_0‖ = 1. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ f_0 É ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÏÒÍÕ 1? (òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ p ∈ [1; +∞].)

úÁÄÁÞÁ 15. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Norm^∗−→ Norm ÓÔÒÏÇÉÍ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÐÏÌÎÙÍ?

úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X^∗ ÓÅÐÁ- ÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ É X ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_0, ‘^1 É C[a; b] ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ f ∈ X^∗ | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ É X_0 = Ker f. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÑ 0-ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë X_0 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f ÄÏÓÔÉÇÁÌ ÎÏÒÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÓÞÅÔÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÎÏÔÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ‘^∞(S) (S | ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ), C_b(X), C_0(X) (X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), ‘^p (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1 ⩽ p ⩽ ∞), C^n[a; b].

úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÐÏÌÎÙ: (C[a; b]; ‖·‖_p) ÐÒÉ p ¡ ∞; ‘^p Ó ÎÏÒÍÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ ‘^q ÐÒÉ q ¿ p; C^n[a; b] (ÄÌÑ n ⩾ 1) Ó ÎÏÒÍÏÊ ÉÚ C^m[a; b] ÐÒÉ m ¡ n (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ).

úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ ⇐⇒ X^∗ ÒÅÆÌÅË- ÓÉŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(X; Y ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) T ÏÔËÒÙÔ;

2) T (B^∘_1 ) ⊃ B^∘_” ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0;

3) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y ÎÁÊÄÅÔÓÑ x ∈ X, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍ T x = y É ‖x‖ ⩽ C‖y‖.

úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 26. ðÕÓÔØ T_˘ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ‘^p ÉÌÉ Œ c_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_˘ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÏÔËÒÙÔ ⇐⇒ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ Norm ⇐⇒ inf_n |˘_n| ¿ 0.

úÁÄÁÞÁ 27. ðÕÓÔØ T_f | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C[a; b], ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ (C[a; b]; ‖ · ‖_p). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_f ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ ÏÎ ÏÔËÒÙÔ ⇐⇒ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ Norm ⇐⇒ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 28. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÑÈ Norm, Norm_1, Ban, Ban_1.

úÁÄÁÞÁ 29. ïÐÉÛÉÔÅ ÓÔÒÏÇÉÅ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ÓÔÒÏÇÉÅ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÔÅÈ ÖÅ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 30. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ T (B^∘_1 ) = B^∘_1 , ÎÏ T (B_1) ≠ B_1.

úÁÄÁÞÁ 31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÇÒÁÆÉË, ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 32. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Y É ÂÉÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(X; Y ), ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 33. ðÕÓÔØ X; Y | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(X; Y ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ T^∗ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, É ÞÔÏ T ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T^∗ ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 34. ðÕÓÔØ X; Y | ÂÁÎÁÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(X; Y ) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ T^∗ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T ËÏÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÎ, ÔÏ T^∗ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ- ÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÐÏÌÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 36. ðÕÓÔØ X | ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É X_0 ⊂ X | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X_0 =^⊥(X^⊥_0 ).

úÁÄÁÞÁ 37. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y_0 ⊂ X^∗ ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ (^⊥Y_0)^⊥ ≠ Y_0.

úÁÄÁÞÁ 38. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_0 ⊂ X ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (X=X_0)^∗ ∼= X^⊥_0 É X^∗_0 ∼= X^∗=X^⊥_0 .

úÁÄÁÞÁ 39. ðÕÓÔØ T ∈ B(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker T^∗ = (Im T )^⊥, Im T =^⊥(Ker T^∗), Ker T =^⊥(Im T^∗), Im T^∗ ⊂ (Ker T )^⊥.

úÁÄÁÞÁ 40. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ∈ B(X; Y ), ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ Im T^∗ ≠ (Ker T )^⊥.

úÁÄÁÞÁ 41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÂÙŒÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ □ : Ban → Set ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ (Ô.Å. ÞÔÏ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ban ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÂÁÎÁÈÏŒÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒĄ).

úÁÄÁÞÁ 42. ðÕÓÔØ B_1 : Ban_1 → Set | ÆÕÎËÔÏÒ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÂÁÎÁÈÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ ÅÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÌÅŒÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ (ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ Œ Ban_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ!)

úÁÄÁÞÁ 43. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ É I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ X (Ô.Å. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ C(X)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 44. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ É ’ ⩾ 0 | ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’ = sup{f ∈ C(X) : 0 ⩽ f ⩽ ’}.

úÁÄÁÞÁ 45. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ, H ⊂ C(X)_{⩾0} | ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ∈ C(X)_{⩾0} ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ f ⩽ sup H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ h_” ∈ H, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ⩽ h_” + ”.

úÁÄÁÞÁ 46. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [0; 1], ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ òÉÍÁÎÕ Œ ÎÅ- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

úÁÄÁÞÁ 47. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ, I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ C(X) É f ⩾ 0 | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ∈ L^p(X; I) ⇐⇒ f^p ∈ L^1(X; I).

úÁÄÁÞÁ 48. ðÕÓÔØ ¯ | ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ I ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¯(A) = inf{¯(U) : U ⊃ A; U ÏÔËÒÙÔÏ}.

úÁÄÁÞÁ 49. ðÕÓÔØ ¯ | ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ I ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ É ÞÔÏ ¯ | œ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÎÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 50. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ, {x_i} ⊂ X | ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, {a_i} | ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ i a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ. úÁÄÁÄÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I ∈ C(X)^∗ ÆÏÒÍÕÌÏÊ I(f) = ∑ i a_if(x_i). ïÐÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÅÒÕ ¯.

úÁÄÁÞÁ 51. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} É ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [0; 1], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ æÁÔÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ I(f) ¡ sup_n I(f_n) = lim_n I(f_n).

úÁÄÁÞÁ 52. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_n} ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1], ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {I(f_n)} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, É ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 53. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ É B(X) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏŒ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÌÏÔÎÁ Œ B(X).

úÁÄÁÞÁ 54. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ, I | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ X É f ∈ B(X). úÁÄÁÄÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_f : L^2(X; I) → L^2(X; I) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (T_f g)(t) = f(t)g(t). îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ f, ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ T_f ÂÙÌ (1) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ; (2) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ; (3) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ; (4) ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 55. ðÕÓÔØ H | ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ |⟨x; y⟩| ⩽ ‖x‖‖y‖ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ x; y.

úÁÄÁÞÁ 56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ. (éÎÁÞÅ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ).

úÁÄÁÞÁ 57. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ‘^p É L^p[a; b] (ÐÒÉ p ≠ 2), ÎÁ c_0, ÎÁ C[a; b] ÎÅ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Œ Ban_1 ÎÉËÁËÏÍÕ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ).

úÁÄÁÞÁ 58. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÏÒÍÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ban).

úÁÄÁÞÁ 59. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L^2[0; 1] É L^2(R).

úÁÄÁÞÁ 60. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_0 ⊂ H É ŒÅËÔÏÒÁ x ∈ H, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ H_0.

úÁÄÁÞÁ 61. œÙŒÅÄÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÓÓÅÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 62. ðÕÓÔØ U | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 63. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, H_0 | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f_0 ∈ H^∗_0 | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ∈ H^∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f_0 É ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÎÏÒÍÕ (ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁâÁÎÁÈÁ) | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ.

úÁÄÁÞÁ 64. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔÁÌØ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÌÏÔÎÁ Œ X.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÔÁÌØÎÏ ⇐⇒ M^⊥ = {0}. 2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

úÁÄÁÞÁ 65. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÔÏÔÁÌØÎÁ ⇐⇒ ÏÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ.

2) œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

úÁÄÁÞÁ 66. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ∈ B(H) | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ⇐⇒ P^2 = P = P^∗. 2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T^∗T = 1_H . 3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(H) ËÏÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ⇐⇒ T T^∗ = 1_H ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_0 ⊂ H ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T |_{H0} : H_0 → H ÕÎÉÔÁÒÅÎ É T |_H ⊥_0 = 0.

úÁÄÁÞÁ 67. ïÐÅÒÁÔÏÒ V Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ (V^∗V )^2 = V^∗V . äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 68. ðÕÓÔØ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, T ∈ B(H), H_0 ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É P | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ H_0. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ (ŒËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ T É P ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: (1) T (H_0) ⊂ H_0; (2) T (H_0) ⊂ H_0 É T (H^⊥_0 ) ⊂ H^⊥_0 .

úÁÄÁÞÁ 69. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: (1) ĂÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÓÄŒÉÇĄ T_b Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ‘^2(Z); (2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_e Œ L^2[−ß; ß], ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (T_ef)(t) = e^{it}f(t); (3) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T_z Œ L^2(T) (ÇÄÅ T| ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ C , ÍÅÒÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ | ĂÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉĄ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 2ß), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (T_z f)(z) = zf(z). äÏËÁÖÉÔÅ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 70. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ èÁÒÄÉ H^2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: H^2 = {f ∈ L^2(T) : ⟨f; z^n⟩ = 0 ∀n ¡ 0} ⊂ L^2(T):

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÒÕÇÅ D ⊂ C É ËÁÖÄÏÇÏ 0 ¡ æ ¡ 1 ÐÏÌÏÖÉÍ ‖f‖_æ =

(_1 2ß ∫_ß −ß |f(æe^{it})|^2 dt

)_{1=2} . 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ H^2, ÄÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: H^2 = {f : D → C : f ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ‖f‖ = lim_{æ→1} ‖f‖_æ ¡ ∞}

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ Œ ‘^2 ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T_z (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ) Œ H^2.