4. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ B(H)

çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ðÕÓÔØ H | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. óËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ⟨x; y⟩, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H × H → C ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ⟨ffx + fiy; z⟩ = ff⟨x; z⟩ + fi⟨y; z⟩; (4.34) ⟨x; y⟩ = ⟨y; x⟩; (4.35) ⟨x; x⟩ ¿ 0; ÅÓÌÉ x ≠ 0: (4.36) çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ H ÐÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖x‖ := √ ⟨x; x⟩, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ 4.2 (ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ). ‖x + y‖^2 + ‖x − y‖^2 = 2‖x‖^2 + 2‖y‖^2. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 4.4. åÓÌÉ Œ ÂÁÎÁÈÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏ ÎÁ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÅÅ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÎÏÒÍÕ Œ H:

⟨x; y⟩ =

‖x + y‖^2 + i‖x + iy‖^2 − ‖x − y‖^2 − i‖x − iy‖^2 4 : (4.37)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÁÑ Œ ÌÅÍÍÅ ÎÏÒÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ:

‖x + y‖^2 + i‖x + iy‖^2 − ‖x − y‖^2 − i‖x − iy‖^2 = = ‖x‖^2 + ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ + ‖y‖^2 + i‖x‖^2 + i⟨x; iy⟩ + i⟨x; iy⟩ + i‖y‖^2 − − ‖x‖^2 − ⟨x; −y⟩ − ⟨x; −y⟩ − ‖y‖^2 − i‖x‖^2 − i⟨x; −iy⟩ + i⟨x; −iy⟩ − i‖y‖^2 = = ⟨x; y⟩ − ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ − ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ + ⟨x; y⟩ = = 4⟨x; y⟩: (4.38) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ⇒ ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. •

ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ E ⊂ H | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É y ∉ E, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ E, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ÎÏÒÍÕ ‖x − y‖.

åÓÌÉ E | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ y − x ⊥ E − x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ y = 0. ðÏÌÁÇÁÑ d = inf{‖x‖: x ∈ E}, ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ∈ E, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ‖x_n‖ → d. ðÕÓÔØ ‖x_n‖ ≤ d + ” ÐÒÉ n ≥ n_0. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ 1 4 ‖x_n − x_m‖^2 = 2 1 4 ‖x_n‖^2 + 2 1 4 ‖x_m‖^2 − ‖ ‖x^n + x^m 2 ‖ ‖^2 ≤ ≤ 1 2 (d + ”)^2 + 1 2 (d + ”)^2 − d^2 = 2d” + ”^2; (4.39)

ÐÏÓËÏÌØËÕ^1_2 (x_n + x_m) ∈ E. úÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ ⇒ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ Œ H.

ðÕÓÔØ E | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ H, ÔÏÞËÁ y ∉ E, Á x ∈ E | ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ z = y − x ⊥ E. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÅ ÔÁË, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 ≠ v ∈ E, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨v; z⟩ ≠ 0. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ‖z + ˘v‖ ≥ ‖z‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ C . ðÏÌÁÇÁÑ ˘ = −⟨v; z⟩=‖v‖^2, ÉÍÅÅÍ

‖z + ˘v‖ = ‖z‖^2 + 2 Re(˘⟨v; z⟩) + |˘|^2‖v‖^2 = ‖z‖^2 − |⟨v; z⟩|^2 ‖z‖^2 ¡ ‖z‖^2 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ: (4.40)

úÎÁÞÉÔ, z ⊥ E. •

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

L^⊥ := {y ∈ H : ∀x ∈ L y ⊥ x}: (4.41)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^⊥ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ìÅÍÍÁ 4.8. åÓÌÉ L | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H, ÔÏ L^⊥ ≠ ∅ É H = L ⊕ L^⊥.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ L ∩ L^⊥ = ∅. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x ∈ H, É ÐÕÓÔØ x_0 | ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ x Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L, ÔÏÇÄÁ x_1 = x − x_0 ⊥ L, ÚÎÁÞÉÔ, x_1 ∈ L^⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H = L ⊕ L^⊥. •

ìÅÍÍÁ 4.9 (òÉÓÓ). ðÕÓÔØ Œ: H → C | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÏÇÄÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÙÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s_Œ ∈ H ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Œ(x) = ⟨x; s_Œ⟩, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → s_x | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Œ = 0, ÔÏ s_Œ = 0. ðÕÓÔØ Œ ≠ 0 É N = ker Œ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, dim N^⊥ = 1 É Œ(x) = Œ(x_1), ÇÄÅ x = x_0 + x_1, x_0 ∈ N, x_1 ∈ N^⊥, ⇒ ⟨x; Œ(u)u⟩ = Œ(u)⟨x_1; u⟩ = Œ(u)⟨˘_1u; u⟩ = Œ(˘_1u) = Œ(x_1) = Œ(x), ÇÄÅ u | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ N^⊥ ÎÏÒÍÙ 1. úÎÁÞÉÔ, s_x = Œ(u)u. •

ìÅÍÍÁ 4.10. ðÕÓÔØ B(x; y) | ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ H, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |B(x; y)| = O(‖x‖ ‖y‖). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S ∈ B(H) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(x; y) = ⟨Sx; y⟩, ÐÒÉÞÅÍ ‖S‖ = ‖B‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_x : y → B(y; x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ H, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÉÓÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ f_x(y) = ⟨y; s_x⟩. ðÏÌÏÖÉÍ Sx = s_x, ÔÏÇÄÁ S | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É B(x; y) = ⟨Sx; y⟩. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ S ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ‖S‖ ≤ ‖B‖. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, |B(x; y) = |⟨Sx; y⟩| ≤ ‖S‖ ‖x‖ ‖y‖, ÏÔËÕÄÁ (ÐÅÒÅÈÏ- ÄÉÍ Ë sup) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖B‖ ≤ ‖S‖. • áÌÇÅÂÒÁ B(H) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ B(H) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. B(H) | ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ‖T ‖ := sup_{x∈H} ‖T x‖ ‖x‖ : (4.42)

(äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖ · ‖ | ÎÏÒÍÁ, ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ É ÞÔÏ A ÐÏÌÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ.)

ìÅÍÍÁ 4.12. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T ∈ B(H) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗ ∈ B(H), ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë T , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨T x; y⟩ ≡ ⟨x; T^∗y⟩.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ B(y; x) = ⟨y; T x⟩. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.10 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T^∗, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(y; x) = ⟨T^∗y; x⟩, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. •

ìÅÍÍÁ 4.13. B(H) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ T → T^∗. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ‖T^∗‖ = ‖T ‖, Á ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÌÅÍÍÙ 4.10. • ìÅÍÍÁ 4.14. B(H) ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖T^∗T ‖ = ‖T ‖^2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ‖T^∗T ‖ ≤ ‖T^∗‖ ‖T ‖ = ‖T ‖^2. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ‖T x‖^2 = ⟨T x; T x⟩ = ⟨x; T^∗T x⟩ ≤ ‖T^∗T ‖ ‖x‖^2 ⇒ ‖T ‖^2 ≤ ‖T^∗T ‖.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. • ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.15. îÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ B(H) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ A^∗ = A.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ∗, A ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∗-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÍÅÒÅ ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, B(M) | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÌÑ M É H | ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.16. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E : B(M) → B(H) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) E(∅) = 0, E(M) = id; 2) E(!)^2 = E(!) = E(!)^∗; 3) E(!_1 ∩ !_2) = E(!_1)E(!_2);

4) !_1 ∩ !_2 = ∅ ⇒ E(!_1 ∪ !_2) = E(!_1) + E(!_2);

5) ∀ x; y ∈ H ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ¯_{x;y}(!) = ⟨E(!)x; y⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ B(M).

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ 4.17. óŒÏÊÓÔŒÏ 2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ E(!) | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ (ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ran E(!)). éÚ 3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ E(!_1) É E(!_2) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á ÉÚ 3) É 4) ⇒ R_1^{R1∩R2}⊥ R_2, ÇÄÅ R_1 = ran E(!_1), R_2 = ran E(!_2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.18. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^∞(E) ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(M)- ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ess ran_E f = ⋂ { K ⊆ C : E(f^{−1}(C ∖ K)) = 0; K ÚÁÍËÎÕÔÏ } : (4.43)

ôÅÏÒÅÍÁ 4.19. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨¯(f)x; y⟩ = ∫ M f d¯_{x;y} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ L^∞(M) É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ B(H).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.20. éÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ: ¯(f) = ∫ M f dE.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÅÏÒÍÁ 4.21. ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ B(H), id ∈ A, É M | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌÏŒ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ T = ∫ M ^T dE; T ∈ A; (4.44)

ÐÒÉÞÅÍ E(!) ≠ 0, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ! ≠ ∅. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ S ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ T ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ E(!). óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ðÕÓÔØ T | ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (T T^∗ = T^∗T ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÕÀ T , | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ T É T^∗. é ÐÕÓÔØ M | ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ A.

ìÅÍÍÁ 4.22. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^T : M → Sp(T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sp_A(T ) = Sp_{B(H)}(T ).

òÁÓÓÍÏÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A → C(Sp(T )), F (a)(z) = ^a( ^T^{−1}(z), É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F (T )(z) = z. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M É Sp(T ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ. ôÏÇÄÁ ^ ∑ ff;fi c_{ff;fi} T^ff(T^∗)^fi = ∑ ff;fi c_{ff;fi} z^ffz^fi; (4.45)

Á ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ÆÏÒÍÅ T = ∫ Sp(T )

z dE: (4.46)