5. óÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ

óÌÕÞÁÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ T | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sp(T ) ⊆ S^1 = {|z| = 1}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ¯_{x;y} . œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÊ: ∫ S^1

z^k d¯_{x;y} = ⟨T^kx; y⟩: (5.47)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z(x), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ T^kx, k ∈ Z. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ x | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T , ÅÓÌÉ Z(x) = H.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ T ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ x_0, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(S^1; ¯_{x0;x0} ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ V_z : f(z) → zf(z).

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ U : H → L^2((S^1; ¯_{x0;x0} ), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U ∘ T ∘ U^{−1} = V_z .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U : T → z, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏÒÁÎÏŒÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P (z): U(P (T )x_0) = P (z) É

(U ∘ T ∘ U^{−1})P (z) = U(T (P (T )x_0)) = U((T P (T ))x_0) = zP (z): (5.48)

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ P (z) = ∑ k a_k z^k, Q(z) = ∑ l b_lz^l ÉÍÅÅÍ

⟨P (T )x_0; Q(T )x_0⟩ = ⟨Q(T )^∗P (T )x_0; x_0⟩ = ∑ k;l a_kb_l ⟨ T^{k−l}x_0; x_0 ⟩ = = ∑ k;l a_kb_l ∫ S^1

z^{k−l} d¯_{x0 ;x0} = ∫ S^1

P (z)Q(z) d¯_{x0;x0} : (5.49)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

⟨UP (T )x_0; UQ(T )x_0⟩ = ⟨P (z); Q(z)⟩ = ∫ S^1

P (z)Q(z) d¯_{x0;x0} = ⟨P (T )x_0; Q(T )x_0⟩ (5.50)

úÎÁÞÉÔ, U ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⇒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ. œÅËÔÏÒ x_0 ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓÅ H. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ran U = L^2(S^2; ¯_{x0;x0} ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÅÌØÆÁÎÄÁ{îÁÊÍÁÒËÁ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ŒÉÄÁ P (z) = P (^a) ÐÌÏÔÎÙ Œ C(Sp(T )), Á C(Sp(T )) ÐÌÏÔÎÏ Œ L^2. (íÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ É ÎÁ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.) ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. •

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÍÏÄÅÌØ) ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÓÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ T .

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÉÐ É ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

ðÏÌÏÖÉÍ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ) ¯_x = ¯_{x;x}.

ìÅÍÍÁ 5.4. åÓÌÉ y ∈ Z(x), ÔÏ ¯_y ≪ ¯_x, ÐÒÉÞÅÍ ¯_y ∼ ¯_x ⇐⇒ Z(y) = Z(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ y = ∑ a_k T^kx, ÔÏÇÄÁ

⟨T^ny; y⟩ = ∑ k; la_k a_l ⟨T n + k − lx; x⟩ = a ∗ ~a ∗ c; (5.51)

ÇÄÅ c_j = ⟨ T^j x; x ⟩ , ~a_k = a_{−k} . æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÄÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

¯_y = |^a|^2¯_x: (5.52)

îÏ ÐÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ^a ∈ L^2(¯_x), ÚÎÁÞÉÔ, |^a|^2 ∈ L^1(¯_x), Ô. Å. ¯_y ≪ ¯_x. äÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÒÑÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ y ÓÕÍÍÁ ŒÉÄÁ P (T )x.

åÓÌÉ ¯_y ∼ ¯_x, ÔÏ ¯_x = |^a|^2¯_y É ÎÕÖÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. •

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.5. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ.

ìÅÍÍÁ 5.6. T |_{Z(x)} ∼= T |_{Z(y)} ⇐⇒ ¯_x ∼ ¯_y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ T |_{Z(x)} É T |_{Z(y)}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ U ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T |_{Z(y)}, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ¯_{U (x)} ∼ ¯_y , Á ¯_{U (x)} = ¯_x, ÔÁË ËÁË ËÏÒÒÅÌÑÃÉÏÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Õ x É U(x) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ïÂÒÁÔÎÏ, T |_{Z(x)} ∼ V^{(¯x)}_z É T |_{Z(y)} ∼ V^{(¯x )}_z , Á V^{(¯x)}_z É V^{(¯x )}_z ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ¯_x ∼ ¯_y . •

ìÅÍÍÁ 5.7. åÓÌÉ ¯_x ⊥ ¯_y , ÔÏ Z(x) ⊥ Z(y).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÅ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ v ∈ Z(y), ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÏÒÔÏÐÒÏÅËÃÉÀ v_0 ÎÁ Z(x); ÐÕÓÔØ v = v_0 + v_1. œ ÓÉÌÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Z(x) É Z(x)^⊥, ⟨T^kv; v⟩ = ⟨T^kv_0; v_0⟩ + ⟨T^k v_1; v_1⟩, ÚÎÁÞÉÔ, ¯_v = ¯_{v0} + ¯_{v1} . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ¯_{v0} ≪ ¯_v ≪ ¯_y , ÐÏÓËÏÌØËÏ, ŒÓÅ ÍÅÒÙ ¯_z ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. îÏ v_0 ∈ Z(x) ⇒ ¯_{v0} ≪ ¯_x, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯_{v0} = 0 É v_0 = 0 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. • ïÂÒÁÔÎÏÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ŒÅÒÎÏ (ÓÌÕÞÁÊ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¯_x ⊥ ¯_y , ÔÏ ¯_{x+y} = ¯_x + ¯_y É Z(x + y) = Z(x) ⊕ Z(y).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ x = ∑ n x_n (ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ H) É ¯_{xn} ⊥ ¯_{xm} , ÔÏÇÄÁ

¯_x = ∑ n ¯_{xn} É Z(x) = ⨁ n Z(x_n): (5.53)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x_n → x É ¯_{xn} ≪ ˚, ÇÄÅ ˚ | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ, ÔÏ ¯_x ≪ ˚. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ¯_{xn} ⊥ ˚ ⇒ ¯_x ⊥ ˚.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.11. îÁÚÏŒÅÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÂÏÌØÛÅÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ìÅÍÍÁ 5.12. åÓÌÉ Z(x) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯_y ≪ ¯_x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ y, ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ. ôÏ- ÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ˚ ≪ ¯_y ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ˚ ⊥ ¯_x. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ v ∈ Z(y), ¯_z = ˚. ôÏÇÄÁ Z(v) ⊥ Z(x) É Z(x+v) = Z(x) ⊕ Z(v) ¿ Z(x) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. •

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÉÐ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô. Å. ÅÓÌÉ Z(x) É Z(y) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ, ÔÏ ¯_x ∼ ¯_y .

ôÅÏÒÅÍÁ 5.13. ðÕÓÔØ H | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ H ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.14. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T .

ôÅÏÒÅÍÁ 5.15. ðÕÓÔØ T : H → H | ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x_1; x_2; : : :: H = ∞⨁ m=1 Z(x_n); ¯_{x1} ≫ ¯_{x2} ≫ : : : (5.54)

äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.16. ðÕÓÔØ A_1 = S^1 É A_n | ÎÏÓÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÅÒÙ ¯_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯_{n−1}. æÕÎËÃÉÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ M(z) = ∑_∞ n=1 1_{An} (z).

ôÅÏÒÅÍÁ 5.17. æÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ¯_{x1} - ÍÅÒÙ ÎÕÌØ (É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÒÁ ¯_{x1} É ÆÕÎËÃÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ M(x) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ T .