7. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ó ÞÉÓÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ T | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÅÂÅÇÁ (X; A; ¯). çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ T ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÊ (<<ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ>>) ÓÐÅËÔÒ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(X; A; ¯) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ T .

ðÕÓÔØ ~_T | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ T . ìÅÍÍÁ 7.2. ~_T ÓÞÅÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(X; A; ¯) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. •

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÅÍÍÁ 7.3. ðÕÓÔØ T | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ.

1. íÅÒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ œ ÄÌÑ T ÓÕÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ~_T , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ œ(˘) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ ~_T .

2. T ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÅËÔÒ.

3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ~_T ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁčÔ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó T .

íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ~ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ T . ìÅÍÍÁ 7.4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ~_T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ S^1 = {|z| = 1}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ T f_1 = ˘_1f_1, T f_2 = ˘_2f_2, ÔÏ T (f_1f_2) = (˘_1˘_2)(f_1f_2). • óÄŒÉÇÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G É ÄÕÁÌØÎÕÀ Ë ÎÅÊ ÇÒÕÐÐÕ ^G.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ^G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ S^1, Ô. Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ø: G → S^1.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. ìÅÍÍÁ 7.5 (ðÏÎÔÒÑÇÉÎ). 1. çÒÕÐÐÁ ^G ÓÞčÔÎÁ.

2. ^^G = G. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G → ^^G: g → g^∗(Ø) := Ø(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.6. ôÒÁÎÓÌÑÃÉÏÎÎÏ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÁÑ ÍÅÒÁ ¯ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ íÅÒÏÊ èÁÁÒÁ G.

ìÅÍÍÁ 7.7. ìÀÂÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÒÏÊ èÁÁÒÁ. èÁ- ÒÁËÔÅÒÙ Ø ∈ ^G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^2(G; ¯). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (G; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÅÂÅÇÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T_a : g → a+g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ G.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ T_a ∈ Aut(G; ¯).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. äÌÑ ËÁËÉÈ a ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T_a ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ?

ôÅÏÒÅÍÁ 7.10. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÄŒÉÇÁ T_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ó ÞÉÓÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅË- ÔÒÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ~_{Ta} = a^∗( ^G) = {Ø(a): Ø ∈ ^G}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (T_aØ)(g) = Ø(a + g) = Ø(a)Ø(g), Ô. Å. ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ T_a Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Ø(a). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÌÎÏÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {Ø(g)} Œ L^2(G; ¯). •

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 7.11. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ~ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ S^1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ~ = ~_{Ta} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ T_a. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ G = ^~. ðÏÓËÏÌØËÕ ~ ⊂ S^1, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i: ~ → S^1 : ˘ → ˘. ôÏÇÄÁ i = a^∗ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ G, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T_a ÉÓËÏÍÏÅ, ÔÁË ËÁË

~_{Ta} = a^∗( ^G) = i(^G) = i(~) = ~ ⊂ S^1: (7.67)

óÄŒÉÇÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ

ðÕÓÔØ T É S | ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.12. T ∼= S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~_T = ~_S .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1. œ ÓÉÌÕ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ˘_T É ˘_S | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ.

2. äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÄÖÏÊÎÉÎÇ Œ ÓÉÓÔÅÍ (X; T ) É (Y ; S). ïÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÖÏÊÎÉÎÇÏŒ | ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÍÐÁËÔ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ A É B ŒÌÏÖÅÎÉÑ

i_A : L^2(X) → L^2(Z); (i_Af)(x; y) := f(x); (7.68) i_B : L^2(Y ) → L^2(Z); (i_Ag)(x; y) := g(y): (7.69)

i_A É i_B ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ E(·|ß^{−1}_X A) É E(·|ß^{−1}_Y B), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ L^2(Z), Z = (X × Y; A ⊗ B; Œ).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ i_A É i_B | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. (äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÓÀÒSSÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔØ.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÕÓÔØ {f_˘} É {g_˘} | ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÁ- ÚÉÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L^2(X) É L^2(Y ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ {f_{˘1} ⊗ g_{˘2} } | ÂÁÚÉÓ L^2(Z), ÔÁË ËÁË ÄÖÏÊÎÉÎÇ Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ A ⊗ B = ß^{−1}_X A ∨ ß^{−1}_Y B (ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅ- ÈÏÄ!). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ i_Af_{˘1} É i_Bg_{˘2} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÄÌÑ T × S (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (T × S)|_{iAL}2_{(X)} ∘ i_A = i_A ∘ T É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ S). úÎÁÞÉÔ, ÄÖÏÊÎÉÎÇ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÔÏ ÔÏÞÅÞ- ÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ŒÙÂÒÁÎ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ ⇒ ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁ ÓÞčÔ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ (Œ − mod 0) ÆÕÎËÃÉÊ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {h_˘}, (T × S)h_˘ = ˘h_˘.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ i_Af_˘h_˘ Œ ÓÉÌÕ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ i_A (ÓÍ. ŒÙÛÅ), Ô. Å. i_A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÄÉÎ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÄÒÕÇÏÊ ⇒ i_A | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ.

éÔÁË, i_A | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ E(·|A) ∘ i_A = id, ÏÔËÕÄÁ (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ!), i^{−1}_A ∘ E(·|A) = id ⇒ E(·|A) = id, ÔÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ |

ÐÒÏÅËÔÏÒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ß^{−1}_X A = Z (Œ), Ô. Å. ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÔÅÌØÎÏ Œ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ, É ß_X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Z. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ: (Z; T × S)^{ßY}−−−→ (Y ; S)

ß_X

(X; T )

(7.70)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ • õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ëÏÇÄÁ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙ?