8. CÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ

üÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ T = (T^g) ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÅÂÅÇÁ (X; A; ¯), ÅÓÌÉ T^gA = A (mod 0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. äÅÊ- ÓÔŒÉÅ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A: ¯(A) = 0 ÉÌÉ ¯(X ∖ A) = 0. ôÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ T .

œ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÇÒÕÐÐÙ Z, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ T ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ (X; A; ¯), ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ T -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Z-ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 8.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ.

2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃_∞ k=1 T^kA = X.

3. ∀ A; B ∈ A; ¯(A); ¯(B) ¿ 0; ∃k ¿ 0 ¯(T^k A ∩ B) ¿ 0. 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f: T f = f ⇒ f = const. 5. ∀ f ∈ L^2(X; A; ¯): T f = f ⇒ f = const.

6. 1 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó T . üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ L^2(X) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ L^2(X; A; ¯).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. œÒÅÍÅÎÎ«ÙÍÉ ÓÒÅÄÎÉÍÉ f ÎÁÚŒÁÀÔÓÑ ÓÕÍÍÙ

M_nf = 1 n n−1∑ k=0 T^kf: (8.71)

üÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ŒÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ T^kf ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉ- ÞÉÎ (ÎÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X), ÐÏÜÔÏÍÕ, Ó ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.4 (ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ). ðÕÓÔØ U | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ H, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ‖U‖ ≤ 1. é ÐÕÓÔØ P | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F = {f ∈ H : Uf = f}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ H 1 n n−1∑ k=0 U^kf → P f; n → ∞: (8.72) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÁÇÁÑ J := [{g − Ug : g ∈ H}], ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H = F ⊕ J. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ J^⊥ = F .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ h ∈ J^⊥ ⇒ ⟨h; g − Ug⟩ = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ H. ôÏÇÄÁ

0 = ⟨h; g − Ug⟩ = ⟨h; g⟩ − ⟨h; Ug⟩ = ⟨h; g⟩ − ⟨U^∗h; g⟩ = ⟨h − U^∗h; g⟩; (8.73)

Á ÜÔÏ ÜËŒÉÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ U^∗h = h. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ‖U‖ ≤ 1, ÉÍÅÅÍ

‖Uh − h‖^2 = ⟨Uh − h; Uh − h⟩ = ‖Uh‖^2 − ⟨h; Uh⟩ − ⟨Uh; h⟩ + ‖h‖^2 = = ‖Uh‖^2 − ⟨U^∗h; h⟩ − ⟨h; U^∗h⟩ + ‖h‖^2 = ‖Uh‖^2 − ‖h‖^2 ≤ 0: (8.74)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Uh = h ⇒ h ∈ F .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ h ∈ F , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ H

⟨h; g − Ug⟩ = ⟨h; g⟩ − ⟨h; Ug⟩ = ⟨h − U^∗h; g⟩ = 0; (8.75)

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ÔÁËÖÅ U^∗-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

‖U^∗g‖^2 = ⟨U^∗g; U^∗g⟩ = ⟨UU^∗g; g⟩ ≤ ‖UU^∗g‖ ‖g‖ ≤ ‖U^∗g‖ ‖g‖ ⇒ ‖U^∗g‖ ≤ ‖g‖ (8.76)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ H, Á ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ F ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ 8.74.

éÔÁË, H = F ⊕ J. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ f ∈ F É f ∈ J. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, 1 n n−1∑ k=0 U^kf = f → f = P f; (8.77)

É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1 n n−1∑ k=0 U^kf → 0; f ∈ J: (8.78)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ f = g − Ug. úÄÅÓØ 1 n n−1∑ k=0 U^kf = 1 n (g − U^ng); (8.79)

ÚÎÁÞÉÔ, ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^kf ‖ ‖ ‖ ≤ 2 n ‖g‖; ÔÁË ËÁË‖U^n‖ ≤ ‖U‖^n ≤ 1: (8.80)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ f ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ f_i = g_i − Ug_i. ôÏÇÄÁ ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^kf ‖ ‖ ‖ ≤ ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^k (f − f_i) ‖ ‖ ‖ + ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^kf_i ‖ ‖ ‖ : (8.81) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ŒÙÂÅÒÅÍ i É n_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ‖f − f_i‖ ¡ ”=2 É ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^kf_i ‖ ‖ ‖ ¡ ” 2 ; n ≥ n_0: (8.82)

ôÏÇÄÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ‖U‖ ≤ 1, ‖ ‖ ‖ 1 n n−1∑ k=0 U^k(f − f_i) ‖ ‖ ‖ ≤ 1 n n−1∑ k=0 ‖U^k(f − f_i)‖ ≤ 1 n n−1∑ k=0 ‖(f − f_i)‖ ¡ ” 2 ; (8.83)

É 8.78 ÄÏËÁÚÁÎÏ. •

ðÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÅÂÅÇÁ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÛÉ- ŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ¯(T^A ∩ B) → ¯(A)¯(B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B.

ðÕÓÔØ Int | ÏÒÔÏÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ:

Int: f → ∫ f d¯: (8.84)

ìÅÍÍÁ 8.6. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÉÊ.

2. ⟨T^kf; g⟩ → 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ L^2(X), Int f = Int g = 0.

3. T^k → Int Œ ÓÌÁÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. 4. ∫ S^1 z

k dœ_h → 0 ÐÒÉ k → ∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ œ_h.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ 1 ⇒ 2. ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ f É g Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ’ É ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏŒ, ’ = ∑ ff a_ff1_{Aff} ; = ∑ fi b_fi1_{Bfi} ; (8.85)

ÔÏÇÄÁ | |⟨T^{kj} f; g⟩ | | ≤ | |⟨T^{kj} f; g⟩ − ⟨T^{kj} ’; ⟩ | | + | |⟨T^{kj} ’; ⟩ | | ≤ ‖f − ’‖ · ‖g‖ + ‖’‖ · ‖g − ‖ + | |⟨T^{kj} ’; ⟩ | |: (8.86)

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÁÌÙ, ÔÁË ËÁË Œ É ÂÌÉÚËÉ Ë f É g, É ‖’‖ ≤ ‖f‖ + ‖’ − f‖ = O(1). äÁÌÅÅ, ÓÕÍÍÁ | |⟨T^{kj} ’; ⟩ | | ≤ ∑ ff; fi

|a_ffb_fi | |⟨T^{kj} 1_{Aff} ; 1_{Bfi} ⟩ − ⟨1_{Aff} ; 1_{Bfi} ⟩| (8.87)

ÔÁËÖÅ ÍÁÌÁ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ j, ÐÏËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_ff; B_fi ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ <<ÎÁÓÔÕ- ÐÉÔ>> ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ, Á ÐÁÒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

éÍÐÌÉËÁÃÉÑ 2 ⇒ 1 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ 2 É 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ⟨T^kf; g⟩ = ⟨T^k(f − Int f); (g − Int g)⟩ + ⟨T^k Int f; (g − Int g)⟩^{(ÜÔÏ 0)} + ⟨T^kf; Int g⟩ → → 0 + ⟨T^kf; 1⟩ · Int g = Int f · Int g = ⟨Int f; g⟩: (8.88) äÁÌÅÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 2 (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ œ_h). õÓÔÁÎÉŒÉÍ 4 ⇒ 2. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ⟨T^kf; g⟩ = = ⟨T^k(f + g); f + g⟩ + i⟨T^k(f + ig); f + ig⟩ − ⟨T^k(f − g); f − g⟩ − i⟨T^k(f − ig); f − ig⟩ 4 : (8.89) úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÓÌÁÂÏÅ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ (h_j ; h_j), ÇÄÅ h_j = f + i^j g. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 4, Ô. Å. ∫ S^1

z^k dœ_{hj} = ⟨T^kh_j ; h_j ⟩ → 0; (8.90)

ÔÏÇÄÁ É ⟨T^kf; g⟩ → 0. • óÌÁÂÏÅ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÅÂÅÇÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀ- ÝÉÍ, T ∈ WMix, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B 1 n n−1∑ k=0 | ¯(T^kA ∩ B) − ¯(A)¯(B) | → 0; n → ∞: (8.91)

ìÅÍÍÁ 8.8. óÌÅÄÕÀÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1. T ∈ WMix.

2. ∀ A; B ∈ A ∀ ” ¿ 0 lim_{n→∞} # { 0 ≤ k ¡ n: |¯(T^kA ∩ B) − ¯(A)¯(B)| ¿ ” } n = 0.

3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏŒ k_j → ∞: ∀ A; B ∈ A ¯(T^{kj} A ∩ B) = ¯(A)¯(B).

4. ∃ k_j → ∞: T^{kj} → Int Œ ÓÌÁÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. 5. óÐÅËÔÒ T ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ, Ô. Å. T ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÒÏÍÅ 1. 6. äÖÏÊÎÉÎÇ ¯ × ¯ ÜÒÇÏÄÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T × T .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÁ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ 2 ÇÒÕÐÐÙ: ÐÅÒŒÙÅ 4 ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ <<ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ>> ÞÁÓÔØ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ 2 | ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÕÀ.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏ- ÓÔÕÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ | ÔÏ, ËÁË ÉÚ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÓÐÅËÔÒÁ. úÁÔÅÍ

ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Œ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, É ÎÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÐÅË- ÔÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÁÂÏÅ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, T^{kj} → Int ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ k_j . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T , ÔÏÇÄÁ

|⟨T^{kj} f; f⟩| = |⟨˘^{kj} f; f⟩| = |⟨f; f⟩| ↛ 0; (8.92)

ÔÁË ËÁË |˘| = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘. úÎÁÞÉÔ, ÓÐÅËÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ.

äÏËÁÖÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ 1{4.

ðÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N ⊂ N (ÉÌÉ Z_+) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ

b(N ) = lim_{n→∞}

#(N ∩ [1; n]) n : (8.93)

ìÅÍÍÁ 8.9. ðÕÓÔØ c_n | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |c_k|^2 = 0;

2) lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |c_k| = 0;

3) ∃ N_0 b(N_0) = 0 É lim^{n→∞}_{n∉N0} c_n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 1). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ N(”) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 n N (”)−1 ∑ k=0 |c_n|^2 ¡ ”: (8.94)

ôÏÇÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÂÙÛÅŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÍÅÅÍ

æ^{(2)}√_{”;N (”)} :=

#{0 ≤ n ¡ N(”): |c_n|^2 ¿ √ ”} n ¡ √ ”: (8.95)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

” ¿ 1 n N (”)−1 ∑ k=0 |c_n|^2 ¿ 1 n ∑ {|c_n|^2¿ √ ”} |c_n|^2 ¿ 1 n #{|c_n|^2 ¿ √ ”} · √ ” ⇒ æ^{(2)√}_{”;N (”)} ¡ √ ”: (8.96)

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1 ¿ ”_k → 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ N(”_1) ¡ N(”_2) ¡ : : :. é ÐÕÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ,

N_0 ∩ [N(”_{k−1}); N(”_k)) = { n: |c_n|^2 ¿ √ ”_k } : (8.97) ôÏÇÄÁ

N_0 ∩ [0; N(”_k)) n ¡ ∑ j≤k (N(”_k) − N(”_{k+1}))√”_j n ¡

¡ ∑ j¡k_0

(N(”_k) − N(”_{k+1}))√”_j + ∑ k0≤j≤k (N(”_k) − N(”_{k+1}))√”_j n ¡ ¡ N(”_{k0} ) + (n − N(”_{k0} ))√”_{k0} n → 0; (8.98)

ÔÁË ËÁË ”_k → 0 É n ≫ N(”_{k0} ) (ÆÉËÓÉÒÕÑ k_0, ÕÓÔÒÅÍÌÑÅÍ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). úÎÁÞÉÔ, b(N_0) = 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ b(N_0) = 0. ôÏÇÄÁ ËÁË 1), ÔÁË É 2) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ c_n.

éÍÐÌÉËÁÃÉÑ 2) ⇒ 3) ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |c_n|^2 ≤ sup_n |c_n| · lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |c_n| = 0; (8.99)

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. •

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ 1, 2, 3 ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ {A_ff} œ-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÐÏÌÏÖÉÍ

a_k = ∞∑ ff; fi = 1 1 2^{ff+fi} | |¯(T^kA_ff ∩ A_fi) − ¯(A_ff)¯(A_fi ) | |: (8.100)

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÌÁÂÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ 1 n n∑ k=1 a_k → 0: (8.101)

œÙÂÅÒÅÍ p ≥ 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∑ k¿p k 2^k ¡ ” 2 : (8.102)

ôÏÇÄÁ ∑ ff+fi ¿ p 1 2^{ff+fi} ≤ ∞∑ k = p+1 k−1∑ j=1 1 2^k ≤ ∞∑ k = p+1 k 2^k ¡ ” 2 ; (8.103) É 1 n n∑ k=1 a_k = 1 n n∑ k=1 ∞∑ ff; fi = 1 1 2^{ff+fi} | |¯(T^k A_ff ∩ A_fi ) − ¯(A_ff)¯(A_fi) | | (8.104)

ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÕÈ ÓÕÍÍ: 1 n n∑ k=1 ∞∑ ff; fi ≤ p 1 2^{ff+fi} | ¯(T^kA_ff ∩ A_fi ) − ¯(A_ff)¯(A_fi) | (8.105)

É 1 n n∑ k=1 ∞∑ ff; fi ¿ p 1 2^{ff+fi} | ¯(T^k A_ff ∩ A_fi ) − ¯(A_ff)¯(A_fi) | ; (8.106)

ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 Œ ÓÉÌÕ ÓÌÁÂÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ, Á ŒÔÏÒÁÑ ÍÅÎØÛÅ ”. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.9 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N_0 ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ff É fi), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

lim_{k→∞} k∉N_0 a_k = 0; (8.107)

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | |¯(T^kA_ff ∩ A_fi ) − ¯(A_ff)¯(A_fi ) | | ≤ 2^{ff+fi}a_k → 0; k → ∞: (8.108)

òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ 3 É 4 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É Œ ÌÅÍÍÅ 8.6. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ 5 É 6. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ÇÒÕÐÐÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ f Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, Á ÉÍÅÎÎÏ f, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ˘^{−1}. úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎËÃÉÑ f(x)f(y) ∈ L^2(¯ × ¯) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1!) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ T × T, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÜÒÇÏÄÉÞ- ÎÏÓÔÉ T × T .

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÁÂÏÅ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 8.10. ðÕÓÔØ ˘_1; ˘_2; : : : | ÁÔÏÍÙ ÍÅÒÙ œ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {|z| = 1}. ôÏÇÄÁ

lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |^œ_k|^2 = ∑ m œ(˘_m)^2; ^œ_k := ∫ S^1

z^k dœ: (8.109)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ

F_n(z_1; z_2) = 1 n n−1∑ k=0 (z_1z_2)^k: (8.110)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |F_n| ≤ 1 É

F_n(z_1; z_2) =

{_1 n (z_1 z_2 )^n−1 z_1 z_2−1 ; z1 ≠ z2;

1; z_1 = z_2;

(8.111)

ÏÔËÕÄÁ F_n(z_1; z_2) → 0, n → ∞, ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ´ = {z_1 = z_2}, ÇÄÅ F_n(z_1; z_2) ≡ 1.

éÔÁË,

|^œ_k|^2 = ∫ z^n_1 œ(dz_1) ∫ z^n_2 œ(dz_2); (8.112)

ÉÍÍÅÍ 1 n n−1∑ k=0 |^œ_k|^2 = ∫ ∫ S^1 ×S^1

F_n(z_1; z_2) (œ × œ)(dz_1; dz_2): (8.113) úÎÁÞÉÔ,

lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 |^œ_k|^2 = ∫ ´ (œ × œ)(dz_1; dz_2) = ∑ m œ(˘_m)^2: (8.114)

(ðÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÅÂÅÇÁ Ï ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.) •

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 ⟨T^kh; h⟩ = 0 (8.115)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ L^2(X). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ŒÙËÌÁÄËÁÍ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 8.6, ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÎÏÖËÓÔŒÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ N_j , ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ lim^{n→∞}n∉N_j ⟨T^kh_j ; h_j ⟩ = 0; h_j = f + i^j g: (8.116) úÎÁÞÉÔ, lim^{n→∞}_{n∉N} ⟨T^kf; g⟩ = 0; N = N_0 ∪ N_1 ∪ N_2 ∪ N_3; (8.117) ÏÔËÕÄÁ

lim_{n→∞} 1 n n−1∑ k=0 ⟨T^kf; g⟩ = 0; (8.118)

Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 1. • õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÉÍ ⇐⇒ ÓÌÁÂÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÖÏÊÎÉÎÇÏŒ ´_k(A × B) := (T^k × id)´ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÖÏÊÎÉÎÇ ¯ × ¯. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÉÍ ⇐⇒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {T^kf} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÒÅÄËÏÍÐÁËÔÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÁÂÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÒÇÏÄÉÞÎÏÓÔØ T^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ≠ 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÌÁÂÏÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅ- ÇÏÓÑ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÀÝÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.15. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ T ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ T^{kj} → Int É T^{lj} → 1.