ìÅËÃÉÑ 2

íÏÄÕÌØ œÅÒÍÁ

ðÕÓÔØ g | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ. äÌÑ ÎÅč ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ g = n_− ⊕ h ⊕ n_+, ÇÄÅ h | ËÁÒÔÁÎÏŒÓËÁÑ, Á n_− É n_+ | ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ b = h ⊕ n_+ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ; ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ g, ÐÒÉÞčÍ [b; b] = n_+.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ~ ÎÁ h. åÍÕ ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_� = C v_� ÁÌÇÅÂÒÙ b:

hv_� = ~(h)v_�; n_+v_� = 0:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÄÕÌÅÍ œÅÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ g-ÍÏÄÕÌØ M^� = ind^g_bV_�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÄÕÌØ V_� ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ M^�: v_� → 1 ⊗ v_�.

ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ g-ÍÏÄÕÌØ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ) Ó ÏÓÏÂÙÍ ŒÅÓÏÍ ˘, ÅÓÌÉ

hv = ˘(h)v; n_+v = 0:

åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, U(g)v = V , ÔÏ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ g-ÍÏÄÕÌØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É b- ÍÏÄÕÌØ), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v_� ∈ V , ÞÔÏ C v_� ÑŒÌÑÅÔÓÑ b-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ g-ÍÏÄÕÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ. åÓÌÉ V Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ Œ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ.

óÔÒÏÅÎÉÅ M^�

ðÕÓÔØ ´^+ = {fi_1; : : : ; fi_n} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ g, Á f_{fi1} ; : : : ; f_{fin} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ n_−. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ˚ = {ff_1; : : : ; ff_k}; k = rk g | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ U(g) = U(n_− ) ⊗ U(b):

M^� = U(g) ⊗_{U (b)} V_� ∼= U(n_−) ⊗ U(b) ⊗_{U (b)} V_� ∼= U(n_−) ⊗ V_�:

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ-âÉÒËÇÏÆÁ-œÉÔÔÁ ÂÁÚÉÓ Œ U(n_−) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ f^{k1}_{fi1} : : : f^{kn}_{fin} , ÇÄÅ k_i ∈ Z_{≥0}. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÓÏŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ó ŒÅÓÏÍ − ∑ k_ifi_i. ðÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ fi_i ÍÏÖÎÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÐÒÏÓÔÙÍ

ËÏÒÎÑÍ. ôÏÇÄÁ − ∑ k_ifi_i = −^{rk g} ∑ i=1 m_iff_i, ÇÄÅ m_i ∈ Z_{≥0}.

ðÏÌÏÖÉÍ D(~) = {˘ ∈ h^∗|˘ = ~ −^{rk g} ∑ i=1 m_iff_i; m_i ∈ Z_{≥0}}.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ŒÅÓÏŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ U(n_−):

U(n_−) = ⨁ ˘∈D(0)

U(n_−)_˘:

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÅÓÏŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ œÅÒÍÁ:

M^� = ⨁ ˘∈D(�)

M^�_˘ :

œÙÑÓÎÉÍ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅÓÏŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U(n_−) É M^�.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÕÎËÃÉÅÊ ëÏÓÔÁÎÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ P (˘); ˘ ∈ h^∗, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ P (˘) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏ- ÂÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ˘ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, P (0) = 1; P (ff_i) = 1.

ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ dim U(n_−)_{−˘} = dim M^�_{�−˘} = P (˘).

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ O

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ g-ÍÏÄÕÌØ V ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O, ÅÓÌÉ:

1. V = ⨁ ˘∈h^∗ V_˘;

2. dim V_˘ ¡ ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅÓÏŒ ˘;

3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÓÏŒ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ D(~).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ e_ff | ËÏÒÎÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ e_ffV_˘ ⊂ V_{˘+ff} úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, ÍÏÄÕÌÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ, ÍÏÄÕÌÉ œÅÒÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O.

úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ V ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O, ÔÏ Œ V ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 4.

1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÓÁ ~ ∈ h^∗ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏ- ÄÕÌØ L^� ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ ~. (ïÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ M^� ÆÁËÔÏÒÉÚÁ- ÃÉÅÊ ÐÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ);

2. L^{�1} ∼= L^{�2} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~_1 = ~_2;

3. ìÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ O ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L^�;

4. åÓÌÉ V ∈ O, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ n_+ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ V ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÎÏ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ ~, ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÏÄÕÌØ œÅÒÍÁ M^�, ÎÁÊÔÉ Œ ÎčÍ ÏÓÏÂÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ˘_1; : : : ; ˘_s (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅÓÏŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ n_+) É ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ M^� ÐÏ ÏÂÒÁÚÕ ÐÒÏÅË- ÃÉÉ M^{˘1} ⊕ · · · ⊕ M^{˘s} −→ M^�. äÁÌÅÅ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÅÍ, É Ô.Ä.

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÅÓØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁŒÅÒÛÁ- ÅÔÓÑ ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ. ïÄÎÁËÏ É ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÄÕÌÑ œÅÒÍÁ, É ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏ- ËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ Ë ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ g = n_− ⊕h⊕n_+, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÉÈ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ g = sl(2) ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f; h; e. âÏÒÅ- ÌÅŒÓËÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ b = C h ⊕ C e. ôÏÇÄÁ ŒÅÓ ÍÏÄÕÌÑ œÅÒÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á ÓÁÍ ÍÏÄÕÌØ œÅÒÍÁ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË:

M^� = U(n_− ) ⊗ V_� = C [f] ⊗ V_� = C v_� ⊕ C fv_� ⊕ C f^2 v_� ⊕ : : :

îÁÊÄčÍ Œ ÜÔÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÏÓÏÂÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ef^kv_� = 0:

ef^kv_� = f^kev_� + kf^{k−1}(h − (k − 1))v_� = kf^{k−1}(~ − (k − 1))v_� = 0;

ÏÔËÕÄÁ ~ = k − 1. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ~ =∈ Z_{≥0}, ÔÏ M^� ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, Ô.Ë. ÏÓÏÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÎčÍ ÎÅÔ.

åÓÌÉ ÖÅ ~ = n ∈ Z_{≥0}, ÔÏ k = n + 1. œÅËÔÏÒ f^{n+1}v_� ÂÕÄÅÔ ÏÓÏÂÙÍ Ó ŒÅÓÏÍ ~ − 2(n + 1) = −n − 2. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^{−n−2} ,→ M^n. æÁË- ÔÏÒÍÏÄÕÌØ M^n=M^{−n−2} ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÔÁÒ- ÛÉÍ ŒÅÓÏÍ n.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ e_i; f_i h_i, ˚ = {ff_1; : : : ; ff_k} | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ~ ∈ h^∗ | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ËÁÒÔÁÎÏŒÓËÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ.

ìÅÍÍÁ 1 åÓÌÉ ~(h_i) = n_i ∈ Z_{≥0}, ÔÏ f^{ni +1}_i v_� | ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ œÅÒÍÁ M^�.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ n_+(f^{ni +1}_i v_˘) = 0. äÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ e_j (f^{ni +1}_i v_˘) = 0.

åÓÌÉ j ≠ i, ÔÏ [f_i; e_j ] = 0, ÏÔËÕÄÁ e_j(f^{ni +1}_i v_�) = f^{ni +1}_i e_j v_� = 0. åÓÌÉ ÖÅ j = i, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, Œ L^� ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ ÔÉÐÁ óÅÒÒÁ: f^{ni +1}_i v_� = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ n_i = ~(h_i) =^{2(�;ffi)}_{(ffi;ffi)} ∈ Z. ôÏÇÄÁ ŒÅÓ ŒÅËÔÏÒÁ f^{ni +1}_i ÒÁŒÅÎ ˘ = ~ − (n_i + 1)ff_i = ~ −^{2(�;ffi)}_{(ffi;ffi)} ff_i − ff_i.

åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ s_i ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ËÏÒÎÀ ff_i, ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: ˘ = s_i(~) − ff_i.

ðÕÓÔØ æ =^1_2 ∑ ff∈�^+

ff | ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ìÅÇËÏ ŒÉ-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ s_i(æ) = æ − ff_i, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ˘: ˘ + æ = s_i(~) + æ − ff_i; ˘ = s_i(~ + æ) − æ:

œ g ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ¡ e_i; f_i; h_i ¿∼= sl(2). åÓÌÉ dim L^� ¡ ∞, ÔÏ v_� ÂÕÄÅÔ ÏÓÏÂÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ sl(2) ŒÅÓÁ ~(h_i), ÏÔËÕÄÁ ~(h_i) ∈ Z_{≥0}. ôÁËÉÅ ŒÅÓÁ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÏÔÍÅÔËÉ | ÃÅ- ÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÍÉ.

ðÕÓÔØ ~ | ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ŒÅÓ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÕÌØ

A^� = M^�= ⋃ i=1;:::;rk g

M^{si (�+æ)−æ}:

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ dim A^� ¡ ∞. úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A^� = L^�.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ g | ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÒÁÎÇÁ 2, V | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎ- ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅÓ ~, ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ŒÅÓÏŒÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÏÄÕÌÑ œÅÒÍÁ M^�, ÏÔÍÅÔÉÔØ ÏÓÏÂÙÅ ŒÅÓÁ ˘ Œ M^� É ŒÅÓÏŒÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÂÒÁÚÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ œÅÒÍÁ M^˘.

ìÅÍÍÁ 3 ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g. ôÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÓÁ ˘ ∈ h^∗ É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w ∈ W ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim V_˘ = dim V_{w(˘)}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔ- ÒÁÖÅÎÉÑÍÉ s_i, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ w = s_i.

ðÕÓÔØ ˘(h_i) = k ∈ Z_{≥0}. ôÏÇÄÁ s_i˘(h_i) = −k.

ðÏÌÏÖÉÍ V_j = {v ∈ V |h_iv = jv}. ðÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ sl(2)- ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^k_i : V_k −→ V_{−k} É e^k_i : V_{−k} −→ V_k ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

œÅÓÏŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_˘ É V_{−˘} ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ V_k É V_{−k} ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^k_i ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ V_˘ Œ V_{si (˘)}. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ,

f^k_i : ˘ → ˘ − kff_i = ˘ − 2

(˘; ff_i) (ff_i; ff_i) ff_i = s_i(˘):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ e^k_i ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ V_{si (˘)} Œ V_˘, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. □