ìÉÓÔÏË 2. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ûÁÒÎÉÒÎÙÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍÙ (18 ÆÅŒÒÁÌÑ)

ðÕÓÔØ A ⊂ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n ŒÅÌÉÞÉÎÕ d(x; A) = inf_{a∈A} ‖x − a‖ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = d(x; A) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = d(x; A) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∉ A ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ A; B ⊂ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. œÅÌÉÞÉÎÕ d(A; B) = inf_{a∈A; b∈B} ‖a − b‖ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A É B. 2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ d(A; C) ⩽ d(A; B) + d(B; C)?

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏËÒÙ- ÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

3. ðÕÓÔØ A ⊂ R^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, C ⊂ R^n | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ c_0 ∈ C, ÞÔÏ d(A; C) = d(A; c_0), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝč É ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ a_0 ∈ A, ÞÔÏ d(A; C) = d(a_0; c_0).

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. 5. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓŒÑÚÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. 6. œŒÅÄÉÔÅ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀĄ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ n × m. 7. óŒÑÚÎÏ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ GL(n)?

8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ SO(3) ÓŒÑÚÎÏ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ GL(3) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. 9. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y.

11. ðÕÓÔØ C | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É x ∈ X \ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ x É Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

13. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. * * * 14. ðÌÏÓËÉÊ ÛÁÒÎÉÒÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÒÖÎÅÊ, ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÚÁËÒÅÐÌčÎ Œ ÔÏÞËÅ A, Á ŒÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÃ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÖÎÉ: Á) ÍÏÇÕÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ É ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÏÄÉÎ ÎÁÄ ÄÒÕÇÉÍ; Â) ÎÅ ÍÏÇÕÔ.

ðÕÓÔØ ⟨l_1; l_2; : : :; l_{n−1}; d⟩ | ÐÌÏÓËÉÊ ÛÁÒÎÉÒÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ n ÓÔÅÒÖÎÅÊ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÅÎ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÒÖÎÉ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ; d | ÄÌÉÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ, l_1; l_2; : : : ; l_{n−1} | ÄÌÉÎÙ ÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÓÔÅÒÖÎÅÊ (ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ). 15. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÒÎÉÒÎÙÈ ÍÅÈÁÎÉÚÍÏŒ: Á) ⟨2; 2; 2; 7⟩; Â) ⟨1; 1; 1; 1⟩; Œ) ⟨2; 3; 2; 3⟩.

16. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ⟨1; 1; 1; 1; 3:9⟩. 17. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ⟨1; 1; : : :; 1; n − 0:1⟩. 18. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ⟨6; 2; 2; 6; 6⟩. 19. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ⟨2; 1; 1; 2; 2⟩.