1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 2 11.02.2003

þÁÓÔØ 1. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ

ðÕÓÔØ p(x) ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, char K = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ p(x) = 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ L ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ K = K_0 ⊂ · · · ⊂ K_m, ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÁ x^{rs} − a_s, É L ⊂ K_m.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ãÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÛÎÅÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐ. âÁÛÎÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∀1 ⩽ s ⩽ m−1 ÇÒÕÐÐÁ G_s ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G_{s−1}; ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É ∀s ÇÒÕÐÐÁ G_{s−1}=G_s ÁÂÅÌÅŒÁ; ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É ∀s ÇÒÕÐÐÁ G_{s−1}=G_s ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÂÁÛÎÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. õÒÁŒÎÅÎÉÅ p(x) = 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ⇐⇒ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ËÏÎÃÅ ÌÅËÃÉÉ, ÐÏËÁ ÖÅ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÏÊ.

þÁÓÔØ 2. òÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÇÒÕÐÐÙ

ðÒÉÍÅÒÙ 2.1. 1. œÓÑËÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

2. çÒÕÐÐÙ S_3 É S_4 ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.

3. çÒÕÐÐÙ A_n É S_n ÐÒÉ n ⩾ 5 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ. 4. çÒÕÐÐÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ìÅÍÍÁ 2.2. œÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É ŒÓÑËÁÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ · · · ⊃ G_{m−1} ⊃ G_m = 1 | ÁÂÅÌÅŒÁ ÂÁÛÎÑ. åÓÌÉ H ⊂ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ H = H ∩ G_0 ⊃ H ∩ G_1 ⊃ · · · ⊃ H ∩ G_{m−1} ⊃ H ∩ G_m = 1 | ÁÂÅÌÅŒÁ ÂÁÛÎÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ H ∩ G_s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ H ∩ G_{s−1} → G_{s−1} → G_{s−1}=G_s, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Á ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ H ∩G_{s−1}=H ∩G_s ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÂÒÁÚÕ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G_s=G_{s−1} É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ÁÂÅÌÅŒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ H | ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G É f : G → H | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ H = f(G_0) ⊃ f(G_1) ⊃ · · · ⊃ f(G_{m−1}) ⊃ f(G_m) = 1 | ÁÂÅÌÅŒÁ ÂÁÛÎÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ g_s ∈ G_s, g_{s−1} ∈ G_{s−1}, ÔÏ f(g_s)f(g_{s−1})f(g_s)^{−1} = f(g_sg_{s−1}g^{−1}_s ) ∈ f(G_{s−1}), ÐÏÜÔÏÍÕ f(G_{s−1}) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ f(G_s). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G_s → f(G_s) → f(G_s)=f(G_{s−1}) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G_s=G_{s−1} → f(G_s)=f(G_{s−1}), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÁ f(G_s)=f(G_{s−1}) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G_s=G_{s−1}, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÁÍÁ ÁÂÅÌÅŒÁ.

ìÅÍÍÁ 2.3. çÒÕÐÐÁ G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ⇐⇒ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÂÁÛÎÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ G_{s−1}=G_s ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ G = G_0 ⊃ · · · ⊃ G_m = 1 | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÂÁÛÎÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ H^s := G_{s−1}=G_s ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÁÂÅÌÅŒÙ ÂÁÛÎÉ H^s = H^s_0 ⊃ · · · ⊃ H^s_{ls} = 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G^s_t ÐÒÏÏÂÒÁÚ H^s_t ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G_{s−1} → G_{s−1}=G_s. ôÏÇÄÁ G = G^1_0 ⊃ · · · ⊃ G^1_{l1} = G^2_0 ⊃ · · · ⊃ G^{m−1}_{lm−1} = G^m_0 ⊃ · · · ⊃ G^m_{lm} = 1 | ÁÂÅÌÅŒÁ ÂÁÛÎÑ.

ìÅÍÍÁ 2.4. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ⇐⇒ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÂÁÛÎÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÂÁÛÎÅÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), É ÐÒÉÍÅÎÉŒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÓÏÂÒÁÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ ÆÁËÔÏ- ÒÏŒ G_{s−1}=G_s Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÂÁÛÎÀ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÙ.

1

þÁÓÔØ 3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G → A.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 (áÒÔÉÎ). ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ K^∗ (ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÌÑ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ G Œ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ Ø_1; : : : ; Ø_n | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ n ¿ 1, ÔÁË ËÁË, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ g = 1 Œ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a_1Ø_1(g) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_1 = 0. ðÕÓÔØ a_1Ø_1(g) + · · · + a_nØ_n(g) = 0 | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ a_i ≠ 0 Œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ôÁË ËÁË Ø_1 ≠ Ø_2, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ g_1 ∈ G, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Ø_1(g_1) ≠ Ø_2(g_1). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ g_1g, ÐÏÌÕÞÉÍ a_1Ø_1(g_1)Ø_1(g) + a_2Ø_2(g_1)Ø_2(g) + · · · = 0. œÙÞÉÔÁÑ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ Ø_1(g_1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_2(Ø_2(g_1) − Ø_1(g_1))Ø_2(g) + · · · = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a_2(Ø_2(g_1) − Ø_1(g_1)) ≠ 0 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÅÔÒÁÍÉ Ø_2; : : :; Ø_n, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3 (çÉÌØÂÅÒÔÁ-90). ðÕÓÔØ L=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó Gal(L=K) ∼= Z=nZ, œ | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K), É fi ∈ L^∗. ôÏÇÄÁ N_{L=K} (fi) := ∏_{n−1} k=0 œ^k(fi) = 1 ⇐⇒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ff ∈ L^∗, Ô.Þ. fi = ff=œ(ff).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ⇐=) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ =⇒). áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ œ^k ÐÏÌÑ L ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÈÁÒÁ- ËÅÔÒÙ ÇÒÕÐÐÙ L^∗ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ L^∗. œ ÓÉÌÕ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ L^∗, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff = ∑_{n−1} k=0 b_kœ^k(a) ≠ 0, ÇÄÅ b_k = fiœ(fi) : : : œ^{k−1}(fi). ñÓÎÏ, ÞÔÏ b_{k+1} = fiœ(b_k) ÐÒÉ 0 ⩽ k ⩽ n − 2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ N_{L=K}(fi) = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b_0 = fiœ(b_{n−1}). ðÏÜÔÏÍÕ ff = fiœ(ff) É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ œ(ff).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó Gal(L=K) ∼= Z=nZ, É K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1, ÔÏ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n − a, a ∈ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ fi | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ¯_n(K) ∼= Z=nZ, Á œ | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K). ôÏÇÄÁ œ^k(fi) = fi, ÚÎÁÞÉÔ N_{L=K}(fi) = fi^n = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ-90 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ff ∈ L^∗, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff = fiœ(ff). ôÏÇÄÁ œ^k(ff) = fi^{−k}ff. úÎÁÞÉÔ 1; œ; : : :; œ^{n−1} | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ K(ff) ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [K(ff) : K] ⩾ [K(ff) : K]_s ⩾ n = [L : K], ÚÎÁÞÉÔ K(ff) = L. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, œ^k(ff^n) = fi^{−kn}ff^n = ff^n, ÚÎÁÞÉÔ ff^n ∈ L^{Gal(L=K)} = K, ÔÏ ÅÓÔØ ff^n − a = 0, a ∈ K.

þÁÓÔØ 4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

ìÅÍÍÁ 4.1. çÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − 1 ÁÂÅÌÅŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ¯_r(K) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁŒÅÎ r, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ¯_r(K) ∼= Z=rZ. ðÕÓÔØ ı | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ¯_r(K). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − 1 ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÀ K(ı). åÓÌÉ œ ∈ Gal(K(ı)=K), ÔÏ œ(ı) = ı^{kœ} , k_œ ∈ Z=rZ. äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ k_{øœ} = k_ø · k_œ Œ ËÏÌØÃÅ Z=rZ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ → k_œ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ Gal(K(ı)=K) Œ (Z=rZ)^∗, ÐÒÉÞÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ (Z=rZ)^∗ ÁÂÅÌÅŒÁ.

ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ ÐÏÌÅ KÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ r ÉÚ 1, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r −a ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ¯_r(K) ∼= Z=rZ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ff | ËÏÒÅÎØ x^r − a, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ffı, ı ∈ ¯_r(K). úÎÁÞÉÔ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − a ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÀ K(ff). åÓÌÉ œ ∈ Gal(K(ff)=K), ÔÏ œ(ff) = ffı_œ, ı_œ ∈ ¯_r (K). äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ı_{øœ} = ı_ø · ı_œ Œ ÇÒÕÐÐÅ ¯_r(K). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ → ı_œ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ Gal(K(ff)=K) Œ ¯_r(K). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3. çÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − a ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − a, Á L^′ | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^r − 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ K ⊂ L^′ ⊂ L, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ Gal(L=K) ⊃ Gal(L=L^′) É Gal(L=K)= Gal(L=L^′) ∼= Gal(L^′=K). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Gal(L^′=K) ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.1, Á ÇÒÕÐÐÁ Gal(L=L^′) ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.4. åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, ÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ K = K_0 ⊂ · · · ⊂ K_m | ÂÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.1. ðÕÓÔØ G_s = Gal(K_m=K_s). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ ÂÁÛÎÑ G_0 ⊃ · · · ⊃ G_m ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Á G_{s−1}=G_s ∼= Gal(K_s=K_{s−1}), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 4.3. úÎÁÞÉÔ ÇÒÕÐÐÁ G_0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.3. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ ÇÒÕÐÐÁ Gal(L=K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G_0, É Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÔÏÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ K_1=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ É p(x) ∈ K[x]. åÓÌÉ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, Á L_1 | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K_1, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Gal(L_1=K_1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ œ ∈ Gal(L_1=K_1), ÔÏ œ(L) ⊂ L, ÔÁË ËÁË L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ œ_{|L} ∈ Gal(L=K). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ → œ_{|L} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ Gal(L_1=K_1) → Gal(L=K), ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ L_1, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÎÁ L É K_1 ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. åÓÌÉ ff_1; : : :; ff_n | ËÏÒÎÉ p(x), ÔÏ L = K(ff_1; : : : ; ff_n) É L_1 = K_1(ff_1; : : : ; ff_n), ÐÏÜÔÏÍÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÊ ÎÁ K_1 É L ÒÁŒÅÎ Id_{L1} .

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3. ðÕÓÔØ p(x) ∈ K[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ çÁÌÕÁ G É L | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ K, [L : K] = n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K_1 ÐÏÌÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë ÐÏÌÀ K ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K = K_0 ⊂ K_1 ÂÕÄÅÔ ÐÅÒŒÙÍ ÜÔÁ- ÖÏÍ ÎÁÛÅÊ ÂÁÛÎÉ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ L_1 | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÎÁÄ K_1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4.5 ÇÒÕÐÐÁ Gal(L_1=K_1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.2 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÅÅ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÕÀ ÂÁÛÎÀ: Gal(L_1=K_1) = G_1 ⊃ · · · ⊃ G_m = 1. ðÕÓÔØ K_s = L^{Gs}_1 | ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÛÎÀ K_1 ⊂ · · · ⊂ K_m = L_1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ ÜÔÏÊ ÂÁÛÎÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÐÒÉÞÅÍ Gal(K_s=K_{s−1}) ∼= Z=r_sZ, Á r_s|(G_1 : 1)|(G : 1) = n, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÅ K_{s−1} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ r_s ÉÚ 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3.4 ÐÏÌÅ K_s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{rs} − a_s ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K_{s−1}. åÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ K_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n − 1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K_0, É L ⊂ L_1 = K_m, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÂÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ p(x) = 0.

þÁÓÔØ 5. óÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ char K = p, ÔÏ Œ ÂÁÛÎÅ ÐÏÌÅÊ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÐÏÌÑ L, ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÜÔÁÖÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ K_s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^p − x − a_s, a_s ∈ K_{s−1} (ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ áÒÔÉÎÁ-ûÒÁÊÅÒÁ).

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ôÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ-90, Á ÉÍÅÎÎÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 (çÉÌØÂÅÒÔÁ-90). ðÕÓÔØ L=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó Gal(L=K) ∼= Z=nZ, œ | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K), É fi ∈ L^∗. ôÏÇÄÁ Tr_{L=K}(fi) := ∑_{n−1} k=0 œ^k(fi) = 0 ⇐⇒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ff ∈ L^∗, Ô.Þ. fi = ff − œ(ff).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ⇐=) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ =⇒). áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ œ^k ÐÏÌÑ L ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÈÁÒÁ- ËÅÔÒÙ ÇÒÕÐÐÙ L^∗ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ L^∗. œ ÓÉÌÕ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ L^∗, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Tr_{L=K}(a) = ∑_{n−1} k=0 œ^k(a) ≠ 0. ðÏÌÏÖÉÍ ff = ( ∑_{n−1} k=0 b_kœ^k(a) ) = Tr_{L=K} (a), ÇÄÅ b_k = fi +œ(fi)+· · · +œ^{k−1}(fi). ñÓÎÏ, ÞÔÏ b_{k+1} = fi + œ(b_k) ÐÒÉ 0 ⩽ k ⩽ n − 2. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ Tr_{L=K} (fi) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ b_0 = fi + œ(b_{n−1}). ðÏÜÔÏÍÕ ff = fi + œ(ff), É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÞÅÓÔØ œ(ff).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.2. åÓÌÉ char K = p É L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ Ó Gal(L=K) ∼= Z=pZ, ÔÏ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^p − x − a, a ∈ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ fi = −1, Á œ | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K). ôÏÇÄÁ œ^k(fi) = fi, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Tr_{L=K}(fi) = ∑_{p−1} k=0 œ^k(fi) = pfi = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ-90 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ff ∈ L^∗, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff = œ(ff) − 1. ôÏÇÄÁ œ^k(ff) = ff + k. úÎÁÞÉÔ 1; œ; : : :; œ^{n−1} | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ K(ff) ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [K(ff) : K] ⩾ [K(ff) : K]_s ⩾ p = [L : K], ÚÎÁÞÉÔ K(ff) = L. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, œ^k(ff^p − ff) = (ff + k)^p − (ff + k) = ff^p − ff, ÚÎÁÞÉÔ ff^p − ff ∈ L^{Gal(L=K)} = K, ÔÏ ÅÓÔØ ff^p − ff − a = 0, a ∈ K.