1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 10 15.04.2003

þÁÓÔØ 1. èÁÒÁËÔÅÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ : G → GL(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ø_æ : G → K, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅ- ÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ø_æ(g) := Tr æ(g).

ìÅÍÍÁ 1.2. éÍÅÅÍ (i) Ø_æ(1) = dim æ; (ii) Ø_æ(ghg^{−1}) = Ø_æ(h) ÐÒÉ ŒÓÅÈ g; h ∈ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) Ø_æ(1) = Tr æ(1) = Tr Id_V = dim V = dim æ. (ii) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ Tr(AB) = Tr(BA), ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ø_æ(ghg^{−1}) = Tr æ(ghg^{−1}) = Tr æ(g)æ(h)æ(g)^{−1} = Tr æ(g)^{−1}æ(g)æ(h) = Tr æ(h) = Ø_æ(h). ðÒÉÍÅÒÙ 1.3. 1. èÁÒÁËÔÅÒ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: Ø_1 ≡ 1.

2. èÁÒÁËÔÅÒ ÚÎÁËÏŒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: Ø_”(œ) = ”(œ).

3. èÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: Ø_{K[G]}(g) = { |G|; ÅÓÌÉ g = 1 0; ÉÎÁÞÅ .

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ : G → GL(V ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ø_V .

ìÅÍÍÁ 1.4. éÍÅÅÍ (i) Ø_{U⊕V} = Ø_U + Ø_V ; (ii) Ø_{U⊗V} = Ø_U Ø_V ; (iii) Ø_V ∗ (g) = Ø_V (g^{−1}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) ïÞÅŒÉÄÎÏ | ÓÌÅÄ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÓÌÅÄÏŒ. (ii) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÓÌÅÄÏŒ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U É V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A ∈ End(U ), B ∈ End(V ) Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ (A^j_i ) É (B^l_k) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⊗ B ÒÁŒÎÁ (A^j_i B^l_k), Á ÅÇÏ ÓÌÅÄ | ÓÕÍÍÅ ∑ (i;k)=(j;l) A j i B^l_k = ∑ i;k A^iB^k = ( ∑ i A^i)( ∑ k B^k ) = Tr A Tr B.

(iii) Ø_V ∗ (g) = Tr æ^∗(g) = Tr æ(g^{−1})^∗ = Tr æ(g^{−1}) = Ø_V (g^{−1}).

þÁÓÔØ 2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

èÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÎ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ. á ŒÏ- ŒÔÏÒÙÈ, ËÁË ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÎÉÖÅ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ŒÁÖÎÅÊÛÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÏÇÏŒÏÒËÏÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ ÒÁŒÎÁ p ¿ 0, ÔÏ ÞÉÓÌÅÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÒÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ char K = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. æÕÎËÃÉÑ f : G → K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(ghg^{−1}) = f(h) ÐÒÉ ŒÓÅÈ g; h ∈ G.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_K (G) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ K-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C_K (G).

ìÅÍÍÁ 2.2. C_K (G) | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÁÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ K-ÚÎÁÞÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ C_K (G):

⟨f_1; f_2⟩ = 1 |G| ∑ g∈G f_1(g^{−1})f_2(g):

ìÅÍÍÁ 2.3. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ⟨−; −⟩ ÎÁ C_K (G) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ g^{−1} = h É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G → G, g → g^{−1} | ÂÉÅËÃÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ⟨f_1; f_2⟩ =^1_{|G|} ∑ g∈G f_1(g^{−1})f_2(g) =^1_{|G|} ∑ h∈G f_1(h)f_2(h^{−1}) = ⟨f_2; f_1⟩. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C_K(G) ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ⟨−; −⟩ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ^1_{|G|} ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

þÕÔØ ÎÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_K (G). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 2.4.^1_{|G|} ∑ g∈G Ø_V (g) = dim V^G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÓÌÅÄÕ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ Sym_G ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ. îÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ Sym_G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ V^G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.5. (i) åÓÌÉ U É V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É U ≁= V , ÔÏ ⟨Ø_U ; Ø_V ⟩ = 0. (ii) åÓÌÉ U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, Á ÐÏÌÅ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ⟨Ø_U ; Ø_U ⟩ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ø_U (g^{−1})Ø_V (g) = Ø_U ∗ (g)Ø_V (g) = Ø_U ∗_{⊗V} (g) = Ø_{Hom(U;V )}(g), ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅ ÌÅÍÍÅ ÉÍÅÅÍ ⟨Ø_U ; Ø_V ⟩ =^1_{|G|} ∑ g∈G Ø_{Hom(U;V )}(g) = dim Hom(U; V )^G = dim Hom_G(U; V ). äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ ûÕÒÁ: ÅÓÌÉ U ≁= V , ÔÏ Hom_G(U; V ) = 0, ÚÎÁÞÉÔ ⟨Ø_U ; Ø_V ⟩ = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ V = U É —K = K, ÔÏ Hom_G(U; U ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ ⟨Ø_U ; Ø_U ⟩ = 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. åÓÌÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÌÑ K, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ⟨Ø_U ; Ø_U ⟩ = dim End_G(U ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ⟨Ø_U ; Ø_U ⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.7. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÅÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

þÁÓÔØ 3. óÌÅÄÓÔŒÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

óÎÁÞÁÌÁ ÏÐÉÛÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.1. éÍÅÅÍ ⟨Ø_V ; Ø_V ⟩ ∈ Z_{¿0}, ÐÒÉÞÅÍ V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ⇐⇒ ⟨Ø_V ; Ø_V ⟩ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. éÚ ÌÅÍÍÙ 1.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ø_V = ∑ æ mult_æ(V )Ø_æ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ⟨Ø_V ; Ø_V ⟩ = ∑ æ mult_æ(V )^2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.2. åÓÌÉ U ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ mult_U (V ) = ⟨Ø_U ; Ø_V ⟩.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ Ø_V = ∑ æ mult_æ(V )Ø_æ É ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó Ø_U , ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ⇐⇒ Ø_V = Ø_W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ V É W ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ V É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ U | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ mult_U (K[G]) = dim U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ø_U É Ø_{K[G]}. ðÏÌÕÞÁÅÍ ⟨Ø_U ; Ø_{K[G]}⟩ =^1_{|G|} ∑ g∈G Ø_U (g^{−1})Ø_{K[G]}(g) =^1_{|G|} Ø_U (1)|G| = Ø_U (1) = dim U .

ìÅÍÍÁ 3.5. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C_K (G).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ ËÏ ŒÓÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ŒÓÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ. úÎÁÞÉÔ ∑ g∈G ’(g^{−1})Ø_æ(g) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ æ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ c_’ = ∑ g∈G ’(g^{−1})æ(g). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ:

c_’æ(h) = ∑ g∈G ’(g^{−1})æ(g)æ(h) = ∑ g∈G ’(g^{−1})æ(h)æ(h^{−1}gh) = æ(h) ∑ g∈G ’((h^{−1}gh)^{−1})æ(h^{−1}gh) = æ(h)c_’.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ c_’ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ æ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Tr c_’ = ∑ g∈G ’(g^{−1})Ø_æ(g) = 0, ÚÎÁÞÉÔ c_’ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐÙ G. îÏ ÔÏÇÄÁ c_’ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅÍ É Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ, ÏÄÎÁËÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ c_’e_h = ∑ g∈G ’(g^{−1})e_{gh} , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ’(g^{−1}) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ g ∈ G, ÔÏ ÅÓÔØ ’ = 0.

ðÏÄÙÔÏÖÉÍ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.6. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÅÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÒÁŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ |G| =

∑_s i=1 d^2_i , ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, Á d_i | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ i-ÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÌÑ K, ÔÏ mult_U (V ) = ⟨Ø_U ; Ø_V ⟩= dimEnd_G(U ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ. äÁÌÅÅ, mult_U (K[G]) = dim U= dim End_G(U ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÇÏ, ÐÒÉÞÅÍ |G| =

∑_c i=1 d^2_i =e_i, ÇÄÅ c | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ (c ⩽ s), d_i | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ i-ÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, Á e_i | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÇÏ G- ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.7. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÇÒÕÐÐÁ G | ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÁÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÑËÉÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ |G| =

∑_s i=1 d^2_i ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d^2_i = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.8. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ d_i = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ G ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ |G|, ÚÎÁÞÉÔ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅŒÁ.

þÁÓÔØ 4. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ É ËÏÌØÃÏ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(G) ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ, Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ [V ], ÇÄÅ V ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ (ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G, É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ [U ⊕ V ] = [U ] + [V ].

ìÅÍÍÁ 4.1. çÒÕÐÐÁ R(G) | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÎÇÁ c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÌÁÓÓÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R(G).

ìÅÍÍÁ 4.2. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ R(G) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ), Á ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÅÄÉÎÉÃÁ.

ëÏÌØÃÏ R(G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ Ø : R(G) → C_K (G).

ìÅÍÍÁ 4.3. ëÌÁÓÓÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ⊗ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÕ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÌØÃÁ R(G), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Hom(G; K^∗).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dim U = dim V = 1, ÔÏ dim U ⊗ V = 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ V ⊗ 1_G ∼= V ÄÌÑ ŒÓÅÈ V , ÔÏ ÅÓÔØ 1_G | ÅÄÉÎÉÃÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev : V ⊗ V^∗ → 1_G ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÐÒÉ dim V = 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë V Œ ÇÒÕÐÐÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ æ ∈ Hom(G; GL(1; K)) = Hom(G; K^∗).