1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 11 22.04.2003

þÁÓÔØ 1. óÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ∈ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÁ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n, ÇÄÅ a_1; : : :; a_n ∈ Z.

ìÅÍÍÁ 1.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ∈ Q | ÃÅÌÏÅ ⇐⇒ ËÏÌØÃÏ Z[ff] ⊂ Q | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: =⇒) åÓÌÉ ff | ÃÅÌÏÅ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ 1; ff; : : :; ff^{n−1} ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Z[ff] ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ. ⇐=) ðÕÓÔØ Z[ff] | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ, Á ff_1; : : :; ff_n | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÁÄ Z. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ffff_i =

∑_n j=1 a_{ij}ff_j, ÇÄÅ A = (a_{ij}) | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø_A(x) ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ, ÉÍÅÅÍ Ø_A(A) = 0. îÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ff, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø_A(ff) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ R ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n, ÇÄÅ a_1; : : :; a_n ∈ Z.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. ãÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff É fi | ÃÅÌÙÅ, ÔÏ ff + fi É fffi | ÔÏÖÅ ÃÅÌÙÅ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Z[ff; fi] ⊂ Q. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ff^ifi^j )_{0⩽i⩽m−1;0⩽j⩽n−1} ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ m É n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÅÇÏ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄËÏÌØÃÁ Z[ff + fi] ⊂ Z[ff; fi] É Z[fffi] ⊂ Z[ff; fi] ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ Z-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ 1.5. ðÏÌÅ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ff ∈ Q É Irr^Q_ff(x) = x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a_i ∈ Q ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. ðÕÓÔØ m | îïë ÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Irr^Q_{mff}(x) = x^n + ma_1x^{n−1} + · · · + m^{n−1}a_{n−1}x + m^na_n ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÚÎÁÞÉÔ mff | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÞÉÓÌÏ, Á ff =^{mff}_m .

ìÅÍÍÁ 1.6. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ⇐⇒ ÏÎÏ ÃÅÌÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ff = r=s | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n. ôÏÇÄÁ r^n + a_1r^{n−1}s + · · · + a_{n−1}rs^{n−1} + a_ns^n = 0. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ r É s ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ s, ÔÏ p|r^n, ÚÎÁÞÉÔ p|r. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, s = ±1 É ff | ÃÅÌÏÅ.

ìÅÍÍÁ 1.7. åÓÌÉ Ø | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ÔÏ Ø(g) | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ∀g ∈ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Ø(g) | ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ æ(g), ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K). ïÄÎÁËÏ, æ(g)^{|G|} = æ(g^{|G|}) = æ(1) = Id, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É Ø(g) | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ìÅÍÍÁ 1.8. åÓÌÉ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = K, char K = 0, Á C | ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÔÏ^1_{dim V} ∑ g∈C Ø_V (g) | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ e_C := ∑ g∈C g ∈ K[G]. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e_C ÌÅÖÉÔ Œ Z(Z[G]) | ÃÅÎÔÒÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ïÄÎÁËÏ, Z(Z[G]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ Z[G], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. úÎÁÞÉÔ, e_C ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ. ôÁË ËÁË ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁŒÅÎÉÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ e_C Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË e_C ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ K[G], ÔÏ e_C ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ V ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ˘, ÐÒÉÞÅÍ ˘ =^{Tr eC}_{dim V} =^1_{dim V} ∑ g∈C Ø_V (g). ïÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ e_C . 1

ôÅÏÒÅÍÁ 1.9. åÓÌÉ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = K, char K = 0, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:^{|G|}_{dim V} =^1_{dim V} ∑ g∈G Ø_V (g^{−1})Ø(g) = ∑ C Ø_V (g^{−1})

(_1

dim V ∑ g∈C Ø(g) ) | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÄÎÁËÏ, ÏÎÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÎÏ ÃÅÌÏÅ.

þÁÓÔØ 2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ É ÉÎÄÕËÃÉÑ

ðÕÓÔØ æ : G → GL(V ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, Á H ⊂ G { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ æ_{|H} : H → GL(V ) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H.

ìÅÍÍÁ 2.1. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rep_G Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Rep_H .

æÕÎËÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Res^G_H .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, H ⊂ G { ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, Á U | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ 1 = g_1; : : : ; g_k Œ ÌÅŒÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ G ÐÏ H É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K[G=H] Ó ÂÁÚÉÓÏÍ { e_i }^k_{i=1}, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K[G=H] ⊗ U =

⨁_k i=1 e_i ⊗ U É ŒŒÅÄÅÍ Œ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ G-ÍÏÄÕÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ g ∈ G É 1 ⩽ i ⩽ k ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ 1 ⩽ s(g; i) ⩽ k ËÁË ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g·g_i ∈ G, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ h(g; i) ∈ H ÆÏÒÍÕÌÏÊ g·g_i = g_{s(g;i)}·h(g; i). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ g(e_i ⊗ u) = e_{s(g;i)} ⊗ h(g; i)u.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ s(g^′g; i) = s(g^′; s(g; i)), h(g^′g; i) = h(g^′; s(g; i))h(g; i). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K[G=H] ⊗ U | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ s(h; 1) = 1, h(h; 1) = h, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ f_U : U → K[G=H] ⊗ U , u → e_1 ⊗ u, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ H-ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

ÅÓÌÉ V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, Á f : U → V | ÍÏÒÆÉÚÍ H-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G-ÍÏÄÕÌÅÊ ~f : K[G=H] ⊗ U → V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ~f ∘ f_U = f.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ~f | ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ~f (e_i ⊗ u) = ~f (g_i(e_1 ⊗ u)) = g_i ~f (f_U (u)) = g_if(u), ÐÏÜÔÏÍÕ ~f | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ~f ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~f ( ∑ e_i ⊗ u_i) = ∑ g_if(u_i), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ G- ÍÏÄÕÌÅÊ: ~f(g ∑ e_i ⊗ u_i) = ~f ( ∑ e_{s(g;i)} ⊗ h(g; i)u_i) = ∑ g_{s(g;i)}f(h(g; i)u_i) = ∑ g_{s(g;i)}h(g; i)f(u_i) = ∑ (g · g_i)f(u_i) = g ∑ g_if(u_i) = g ~f ( ∑ e_i ⊗ u_i).

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U ÇÒÕÐÐÙ H, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ind^G_H (U ), Á ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. åÓÌÉ U É V | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ H É G, ÔÏ Hom_H (U; Res^G_H (V )) = Hom_G(Ind^G_H (U ); V ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2.4. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ind^G_{{1}} K ∼= K[G] | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ind^G_H K[H] ∼= K[G].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. éÎÄÕËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rep_H Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Rep_G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : U → U^′ | ÍÏÒÆÉÚÍ H-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Ind^G_H (f) ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ G-ÍÏÄÕÌÅÊ Ind^G_H U → Ind^G_H U^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ U^f−→ U^{′ fU′}−→ Res^G_H Ind^G_H (U^′).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.6. óŒÏÊÓÔŒÏ Hom_H (U; Res^G_H (V )) = Hom_G(Ind^G_H (U ); V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÆÕÎË- ÔÏÒÏŒ. ïÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÁÒÙ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÔÏÒ Sets → Gr, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÐÒÑÖÅÎ Ë ÚÁÂÙŒÁÀÝÅÍÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÆÕÎËÔÏÒÕ Gr → Sets.

ìÅÍÍÁ 2.7. éÍÅÅÍ Ø_{Ind}G_{H U} (g) = 1 |H| ∑ s∈G s^{−1} gs∈H

Ø_U (s^{−1}gs).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { u_j } Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ { e_i ⊗ u_j } ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ind^G_H U . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ g Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÅ i → s(g; i). úÎÁÞÉÔ ÅÅ ÓÌÅÄ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÓÌÅÄÏŒ ÂÌÏËÏŒ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ s(g; i) = i, ÔÏ ÅÓÔØ g · g_i = g_i · h, ÔÏ ÅÓÔØ g^{−1}_i · g · g_i ∈ H. úÎÁÞÉÔ, Ø(g) = ∑ i | g^{−1}_i gg_i ∈H ØU (g −1 i gg_i). úÁÍÅÔÉÍ, ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s = g_ih, ÔÏ s^{−1}gs = h^{−1}g^{−1}_i gg_ih. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, s^{−1}gs ∈ H ⇐⇒ g^{−1}_i gg_i ∈ H, ÐÒÉÞÅÍ Ø_U (s^{−1}gs) = Ø_U (g^{−1}_i gg_i), ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ø_{Res}G_{H V} (h) = Ø_V (h).

éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2.9. ðÕÓÔØ G = S_3, H = A_3 ∼= Z=3Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H. œÙÞÉÓÌÑÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ S_3.

þÁÓÔØ 3. äÏÐÏÌÎÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ G = G_1 × G_2, Á V_1 É V_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ G_1 É G_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ V_1 ⊗ V_2 ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÆÏÒÍÕÌÏÊ (g_1; g_2)(v_1 ⊗ v_2) = (g_1v_1) ⊗ (g_2v_2).

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ V_1 É V^′_1 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ G_1-ÍÏÄÕÌÉ, Á V_2 É V^′_2 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ G_2-ÍÏÄÕÌÉ. (i) V_1 ⊗ V_2 ∼= V^′_1 ⊗ V^′_2 ⇐⇒ V_1 ∼= V^′_1 , V_2 ∼= V^′_2 . (ii) åÓÌÉ K = K, ÔÏ V_1 ⊗ V_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÎÁÄ G_1 × G_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ø_{V1⊗V2} (g_1; g_2) = Ø_{V1} (g_1)Ø_{V2} (g_2).

(i) éÍÅÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨Ø_{V1⊗V2} ; Ø_V ′_{1 ⊗V} ′_2 ⟩ =^1_{|G1×G2|} ∑ (g_1 ;g_2)∈G_1×G_2 ØV1 (g −1 1 )Ø_{V2} (g^{−1}_2 )Ø_V ′_1 (g_1)Ø_V ′_2 (g_2) = (_1

|G_1| ∑ g_1 ∈G_1 ØV1 (g −1 1 )Ø_V ′_1 (g_1)

) (_1

|G_2| ∑ g_2∈G_2 ØV2 (g −1 2 )Ø_V ′_2 (g_2) ) = ⟨Ø_{V1} ; Ø_V ′_1 ⟩⟨Ø_{V2} ; Ø_V ′_2 ⟩. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉ i = 1 ÉÌÉ i = 2 ÉÍÅÅÍ V_i ≁= V^′_i , ÔÏ ⟨Ø_{Vi} ; Ø_V ′_i ⟩ = 0, ÚÎÁÞÉÔ ⟨Ø_{V1⊗V2} ; Ø_V ′_{1 ⊗V} ′_2 ⟩ = 0 É V_1 ⊗ V_2 ≁= V^′_1 ⊗ V^′_2 .

(ii) ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ⟨Ø_{V1⊗V2} ; Ø_{V1⊗V2} ⟩ = ⟨Ø_{V1} ; Ø_{V1} ⟩⟨Ø_{V2} ; Ø_{V2} ⟩ = 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. îÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅŒÅÒÎÏ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K = R, G_1 = Z=3Z, G_2 = Z=5Z, Á V_1 É V_2 | ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.3. éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (G_1 × G_2)-ÍÏÄÕÌÅÊ K[G_1 × G_2] ∼= K[G_1] ⊗ K[G_2].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ e_{(g1 ;g2)} → e_{g1} ⊗ e_{g2} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. åÓÌÉ K = K, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G_1 × G_2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ V_1 ⊗ V_2, ÇÄÅ V_1 É V_2 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ G_1 É G_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G_1 ⊗ G_2 ÉÍÅÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ŒÉÄ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, K[G_1 × G_2] = K[G_1] ⊗ K[G_2] = (⊕V_{1;i}) ⊗ (⊕V_{2;j}) = ⊕(V_{1;i} ⊗ V_{2;j}).

åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÉÄÁ V_{1;i} ⊗ V_{2;j}: ÉÍÅÅÍ ∑ i;j(d_{1;i}d_{2;j})^2 = ( ∑ i d^2_{1;i})( ∑ j d^2_{;j}) = |G_1||G_2| = |G_1 × G_2|.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. îÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÎÅŒÅÒÎÏ. íÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G_1 × G_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ŒÉÄÁ V_1 ⊗ V_2.