1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 2 18.02.2003

þÁÓÔØ 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ: 1) ËÌÁÓÓ ÏÂSSÅËÔÏŒ Ob(C); 2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob(C) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom_C (X; Y ); É 3) ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∘ : Hom_C(Y; Z) × Hom_C(X; Y ) → Hom_C(X; Z), (g; f) → g ∘ f, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

ë1: áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÅÔŒÅÒËÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y; Z; W ∈ Ob(C) É ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom_C(X; Y ), g ∈ Hom_C (Y; Z), h ∈ Hom_C(Z; W ) ÉÍÅÅÍ (h ∘ g) ∘ f = h ∘ (g ∘ f).

ë2: ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob(C) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Id_X ∈ Hom_C (X; X), Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Y ∈ Ob(C) É ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom_C(X; Y ), g ∈ Hom_C(Y; X) ÉÍÅÅÍ f ∘Id_X = f, Id_X ∘g = g.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Sets: ÏÂSSÅËÔÙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ Gr: ÏÂSSÅËÔÙ | ÇÒÕÐÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ. 3. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ G-ÍÎÏÖÅÓÔŒ Sets^G: ÏÂSSÅËÔÙ | G-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | G-ÍÏÒÆÉÚÍÙ. 4. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab: ÏÂSSÅËÔÙ | ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ. 5. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ Rings, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Comm, ÐÏÌÅÊ Fields, É Ô.Ä. 6. ëÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ A-Mod É ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ Mod-A. 7. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ K-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Vect_K .

8. œÓÑËÉÊ ÍÏÎÏÉÄ (ÇÒÕÐÐÕ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ. 9. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ T op (T op_∗) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ).

íÏÒÆÉÚÍ f ∈ Hom_C (X; Y ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ g ∈ Hom_C (Y; X), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f ∘g = Id_Y , g∘f = Id_X . íÏÒÆÉÚÍ Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÂSSÅËÔÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ End_C (X). üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Aut_C (X) É, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

õÄÏÂÎÏ ÏÂSSÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÓÔÒÅÌËÁÍÉ. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ĂÒÁÚÍÎÏÖÁÔØĄ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.3. 1. åÓÌÉ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^{op} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: Ob(C^{op}) = Ob(C), Hom_Cop (X; Y ) = Hom_C (Y; X). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ĂÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑĄ ŒÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ.

2. ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á Q | ËÏÌÞÁÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (ŒÅÒÛÉÎ) I, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÒÅÌÏË A ∋ ff : t(ff) → h(ff). ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C^Q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÌÞÁÎÁ Q Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

Ob(C^Q) = { M_• = (M_i ∈ Ob(C); i ∈ I; m_ff ∈ Hom_C (M_{t(ff)}; M_{h(ff)}); ff ∈ A) } Hom_CQ (M_•; N_•) = { f_• = (f_i ∈ Hom_C (M_i; N_i))_{i∈I} | ∀ff ∈ A n_ff ∘ f_{t(ff)} = f_{h(ff)} ∘ m_ff }:

3. ðÕÓÔØ C | ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á G | ÇÒÕÐÐÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ C^G | ËÁÔÅÇÏÒÉÀ G-ÏÂSSÅËÔÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C | ÔÁË:

Ob(C^G) = { (X; a) | X ∈ Ob(C); a ∈ Hom_{Gr}(G; Aut_C(X)) }; Hom_CG ((X; a); (Y; b)) = { f ∈ Hom_C (X; Y ) |∀g ∈ G b(g) ∘ f = f ∘ a(g) }:

4. ðÕÓÔØ C_1, C_2 | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C_1 × C_2 ÔÁË:

Ob(C_1 × C_2) = { M = (M_1; M_2) | M_i ∈ C_i }, Hom_{C1×C2} (M; N ) = { (f_1; f_2) | f_i ∈ Hom_{Ci} (M_i; N_i) }.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (C^{op})^{op} = C.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ C^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C, ÅÓÌÉ Ob(C^′) ⊂ Ob(C), Hom_C′ (X; Y ) ⊂ Hom_C(X; Y ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C^′, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C. ðÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ C^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ Hom_C′ (X; Y ) = Hom_C (X; Y ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X; Y ∈ C^′. óÏ ŒÓÑËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂSSÅËÔÏŒ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÅÍÕÀ.

ðÒÉÍÅÒ 1.5. Ab ⊂ Gr, Fields ⊂ Comm ⊂ Rings | ÐÏÌÎÙÅ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÉ. 1

þÁÓÔØ 2. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ

ïÂSSÅËÔ X Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ Hom_C (Y; X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ C. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂSSÅËÔ X Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÏÔÔÁÌËÉ- ŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ Hom_C (X; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y ∈ C.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.1. 1. ôÏÞËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ, Á ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÙÍ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Sets.

2. { 1 } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ É ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Gr. 3. { 0 } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÍ É ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Vect_K . 4. Z| ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rings.

5. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÌÅ | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Fields_p ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. åÓÌÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÌÉ X É X^′ | ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ, ÔÏ Hom(X; X^′) É Hom(X^′; X) ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓËÁÖÅÍ f É f^′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Hom(X; X) É Hom(X^′; X^′) ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÚÎÁÞÉÔ f^′ ∘ f = Id_X É f ∘ f^′ = Id_X′ .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅËÉÊ ÏÂSSÅËÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ĂÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍĄ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.3. 1. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X; Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÒÏÅË (Z; f; g), ÇÄÅ Z ∈ C, f : Z → X, g : Z → Y , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (Z^′; f^′; g^′) → (Z; f; g) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ : Z^′ → Z, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′ = f ∘ Œ, g^′ = g ∘ Œ. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÔÑÇÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ X × Y .

2. ëÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ X; Y ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÒÏÅË (Z; f; g), ÇÄÅ Z ∈ C, f : X → Z, g : Y → Z, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (Z; f; g) → (Z^′; f^′; g^′) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ : Z → Z^′, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′ = Œ ∘ f, g^′ = Œ∘g. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ X ⊔Y .

3. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ðÕÓÔØ S ∈ Sets. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÐÁÒ (G; f), ÇÄÅ G ∈ Gr, f ∈ Hom_{Sets}(S; G), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍÙ (G; f) → (G^′; f^′) | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ∈ Hom_{Gr}(G; G^′), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′ = Œ ∘ f. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉŒÁÀÝÉÊ ÏÂSSÅËÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S. úÁÍÅÎÑÑ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Gr ÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Ab, Rings, Comm, A-Mod, : : : , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, : : : .

åÝÅ ÒÁÚ ÐÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÂSSÅËÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ. é ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ! ôÕÔ ÎÕÖÎÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÄÏËÁÖÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s ∈ S ŒŒÅÄÅÍ ĂÂÕËŒÙĄ a_s É b_s. ðÕÓÔØ ~F | ÍÏÎÏÉÄ ŒÓÅÈ ĂÓÌÏŒĄ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÕËŒ, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ~∘ ĂÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑĄ ÓÌÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1 | ĂÐÕÓÔÏÅĄ ÓÌÏŒÏ, ÔÏÇÄÁ 1 | ÅÄÉÎÉÃÁ. ðÕÓÔØ ∼ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÏÎÏÉÄÅ ~F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ŒÓÅ ĂÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÅĄ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ a_sb_s ∼ b_sa_s ∼ 1, É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÔÏ w_1 ∼ w_2 =⇒ w~∘w_1 ∼ w~∘w_2 É w_1~∘w ∼ w_2~∘w. ðÕÓÔØ F = ~F = ∼ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ~∘ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∘ ÎÁ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ∘ | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÔÁË ËÁË ~∘ | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ 1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ F . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ F ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÓÌÏŒÏÍ w, ÔÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ a_s ÎÁ b_s, b_s ÎÁ a_s, É ÏÂÒÁÔÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, F | ÇÒÕÐÐÁ. äÁÌÅÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ s ∈ S ÓÌÏŒÏ a_s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S → F . åÓÌÉ ÖÅ g : S → G | ÄÒÕÇÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÏÉÄÏŒ ~Œ : ~F → G, ÐÏÌÁÇÁÑ ~Œ(a_s) = g(s), ~Œ(b_s) = g(s)−1, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ~Œ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ : F → G, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. íÏÎÏÉÄ ~F | ÜÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÎÏÉÄ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S.

þÁÓÔØ 3. æÕÎËÔÏÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C → C^′ | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ: 1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂSSÅËÔÁÈ F : Ob(C) → Ob(C^′); 2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob(C) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_C′ (F (X); F (Y )), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

æ1: : ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob(C) ÉÍÅÅÍ F (Id_X ) = Id_{F (X)}.

æ2: : ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom_C(X; Y ), g ∈ Hom_C (Y; Z) ÉÍÅÅÍ F (g ∘ f) = F (g) ∘ F (f).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F : C → C^′ | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ: 1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂSS- ÅËÔÁÈ F : Ob(C) → Ob(C^′); 2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÏÂSSÅËÔÏŒ X; Y ∈ Ob(C) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ F : Hom_C (X; Y ) → Hom_C′ (F (Y ); F (X)) (ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÌÏË), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

æ1^′: : ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ X ∈ Ob(C) ÉÍÅÅÍ F (Id_X ) = Id_{F (X)}.

æ2^′: : ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f ∈ Hom_C (X; Y ), g ∈ Hom_C (Y; Z) ÉÍÅÅÍ F (g ∘ f) = F (f) ∘ F (g).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ, É ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.2. 1. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Id_C : C → C.

2. æÕÎËÔÏÒ Hom : C^{op} × C → Sets.

3. æÕÎËÔÏÒÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Ab → Gr, Fields → Comm → Rings.

4. ĂúÁÂÙŒÁÀÝÉÅĄ ÆÕÎËÔÏÒÙ Gr; Ab; Rings; Comm; Fields → Sets; A-Mod,Mod-A→ Ab; C^G → C. 5. æÕÎËÔÏÒÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: C^Q → C^{Q′} , C^G → C^{G′} , ÇÄÅ Q^′ ⊂ Q | ÐÏÄËÏÌÞÁÎ, Á G^′ ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. 6. æÕÎËÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ C_1 × C_2 → C_1, C_1 × C_2 → C_2.

7. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ß_1 : T op_∗ → Gr, É ÐÅÒŒÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ H_1 : T op → Ab.

üÔÏ ŒÓÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÊĄ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C^{op}.

ìÅÍÍÁ 3.3. óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÑËÏÍÕ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ C^{op} → C^′ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Ó ĂÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍĄ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ C → C^{op}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ C^{op} → C^′ É ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ C → C^′.

æÕÎËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÌÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ) ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ F; G : C → C^′ | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ. íÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : F → G | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ_X ∈ Hom_C′ (F (X); G(X)), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ∈ Hom_C(X; Y ) ÉÍÅÅÍ Œ_Y ∘ F (f) = G(f) ∘ Œ_X . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.5. 1. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Id_F : F → F .

2. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß_1(X; x) → H_1(X; Z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ ß_1 Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ T op_∗ → T op → Ab → Gr (ÚÁÂÙŒÁÎÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ).

3. ðÕÓÔØ Ob(C) = { (G; N ) | G ∈ Gr; N / G }; Hom_C((G; N ); (G^′; N^′)) = { f ∈ Hom_{Gr}(G; G^′) | f(N ) ⊂ N^′ }:

ôÏÇÄÁ (G; N ) → G=N | ÆÕÎËÔÏÒ ĂÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉĄ C → Gr, Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ G → G=N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÚÁÂÙŒÁÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ (G; N ) → G Œ ÆÕÎËÔÏÒ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ.

œÏÏÂÝÅ, ÔÏ ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ | ÜÔÏ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Œ : F → G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ : G → F , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Œ ∘ = Id_G, ∘ Œ = Id_F .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. æÕÎËÔÏÒ F : C → C^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ G : C^′ → C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ∘ G ∼= Id_C′ : C^′ → C^′ É G ∘ F ∼= Id_C : C → C (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ). ëÁÔÅÇÏÒÉÉ C É C^′ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.7. 1. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ.

2. âÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÙÍÉ É ÐÒÁŒÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ | ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Sets^G → Sets^{Gop} . 3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ÉÍÅÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ A-Mod → Mod-A^{op}, Mod-A → A^{op}-Mod. 4. ðÕÓÔØ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. ôÏÇÄÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ F → Gal(L=F ), H → L^H ÚÁÄÁÀÔ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ K ⊂ F ⊂ L (ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ŒÌÏÖÅÎÉÑ), É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÓÅÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H ⊂ Gal(L=K) (ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ŒÌÏÖÅÎÉÑ).